Isogonal Conjugates
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ABSTRAKT. Isogonal conjugates a prace s nimi je oblibené téma moderni eukleidovské
geometrie. V prispévku jsou popsana néktera zakladni tvrzeni, po kterych nésleduje
né&kolik tloh, které se isogonal conjugates bud zabyvaji, nebo je pfimo vyuzivaji.

Definice. Necht bod P lezi v roviné trojuhelniku ABC. P¥imky AP, BP a CP
zobrazime podle os Ghlt <CAB, <ABC a <BCA. Pokud se tyto tfi pfimky protinaji
v jednom bodé @, pak tento bod nazveme isogonal conjugate bodu P vzhledem
k AABC.

Tvrzeni. Pokud P nelezi na kruznici opsané ANABC, pak vzhledem k ANABC ma
P isogonal conjugate.

Tvrzeni. (Six feet theorem) Necht P a @) jsou isogonal conjugates vzhledem
k ANABC. Necht P, je projekce bodu P na BC. Analogicky definujme Py, P., Q.,
Qp a Q.. Pak P,, Py, P., Q., Qp» a Q. lezi na jedné kruznici, jejiz stied splyva se
stiredem PQ).

Umluva. Budeme pouZivat opsisté, vepsisté a pripsisté jako zkriceny pojem pro
stfed kruznice opsané, kruznice vepsané a kruznice pfipsané. Navic budeme misto
yortocentrum® pouzivat pojem kolmiste.

Umluva. Pokud nebude feceno jinak, pak v trojihelniku ABC bude I, O a H
oznacovat vepsisté, opsisté a kolmiste.

Priklad. V trojuhelniku ABC je I sviij vlastni isogonal conjugate. Déle pokud F
je A-pripsisté, pak i ono je svym vlastnim isogonal conjugate.

Priklad. Body O a H jsou isogonal conjugates vzhledem k AABC.

Tvrzeni. V trojihelniku ABC ozna¢ime body dotyku kruznice vepsané s BC,
CA, AB jako D, E, F. Body dotyku kruznic pfipsanych se stranami BC, CA a AB
si oznac¢ime jako X, Y, Z. Pak trojice primek AD, BE a C'F se protind v jednom
bodé a stejné tak i trojice pfimek AX, BY , CZ.

Definice. Ve vyse pouzitém znaceni se prusecik AD, BE a C'F nazyva Gergonniv
bod. Pro prusecik AX, BY, CZ se pouziva oznaceni Nageliv bod.
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Priklad. Necht H~ je stied zdporné stejnolehlosti, kterd prevadi kruZnici vepsa-
nou AABC na kruZnici tomuto trojihelniku opsanou. Potom H~ je isogonal con-
jugate Gergonnova bodu.

Pi#iklad. Necht H™ je stied kladné stejnolehlosti, kterd prevadi kruznici vepsanou
AABC na kruznici tomuto trojithelniku opsanou. Potom H™ je isogonal conjugate
Nagelova bodu.

Piiklad. (Brocardovy body) Uvnitt AABC lezi dvojice bodt P a @ tak, ze
IPAB =<PBC =<PCA=¢ a <QBA=<QCB=<QAC = ¢.
Potom tyto dva body jsou isogonal conjugates.

OH, oni jsou kamaradi!

Uloha 1. V tétivovém &tyithelniku ABCD si oznaéme prisecik thlopticek jako
P. Dale si ozna¢me opsisté ¢tyruhelniku ABCD jako O a opsisté trojuhelnika APB,
BPC, CPD a DPA jako 01, 02, 03 a 04. Ukaite, ze pfimky PO, 0103 a 0204
se protinaji v jednom bodé. (Cina 1990)

Uloha 2. Ukazte, Ze rovnost [[H| = |IO| plati pravé tehdy, kdy# jeden z thla
trojihelniku je roven 60°.

Uloha 3. V AABC osa tisecky BH protina strany AB a BC v bodech D a E.
Ukazte, ze <BOD = <BOE. (Crux)

Uloha 4. V AABC lezi body D a E na stranich AB a BC tak, e ¢tyfahelnik
ADEC je tétivovy. Kruznice opsand ADBE protne stranu AC' ve dvou bodech X
a Y. Necht M je stted XY. Ukaizte, e BM L AC. (Baltic Way 2010)

Uloha 5. Kruznice kq a ko se stiedy I; a I se protinaji ve dvou bodech A a B.
Necht je tthel I; Als tupy. Teéna ke k1 v bodé A protiné ks jesté v bodé C a tecna ke
ko v bodé A protind k; jesté v bodé D. Oznacme ks kruznici opsanou trojihelniku
BCD. Necht E je stied toho oblouku C'D kruZnice k3, ktery obsahuje bod B. Ptimky
AC a AD protinaji k3 po fadé jesté v bodech K a L. Dokazte, Ze pfimky AF a KL
jsou navzajem kolmé. (MEMO 2011)

Dalsi hratky s isogonal conjugates

Uloha 6. Elipsa s ohnisky P a @ se dotyka stran AABC. Ukazte, ze P a @Q jsou
isogonal conjugates.

Uloha 7. V roviné trojthelniku ABC lezi kruznice k se stiedem X. Tato kruznice

protind stranu AC v bodech B; a Bs. KruZnici nad prumérem B; B, nazveme k.

Analogicky vytvorime kruznice k, a k.. Poten¢ni stied k,, k, a k. oznac¢me jako Y.

Ukazte, ze X a Y jsou isogonal conjugates. (zobecnéné IMO 2008)
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Uloha 8. (General Feuerbach Theorem) Body P a  jsou isogonal conjugates
v AABC a pfitom plati, ze P, @ a O leZi na pfimce. UkaZte, Ze kruZnice opsana
projekcim bodid P a @) na strany trojuhelniku se dotyka kruznice deviti boda.

Uloha 9. Nechf P a @ jsou isogonal conjugates v AABC' s kruznici opsanou 2.
Prisec¢ik BP s Q) rizny od B ozna¢me D. Pfimka DO protne AC a Q v M a N.
Pokud BA < BC, ukazte, z2e <AMP = <QNB. (Zobecnéné Rusko 2005)

A je takova hloupost viibec k nééemu?

Uloha 10. Uvnit# trojthelniku ABC je dén bod P. Necht A/, B’, C' jsou paty
kolmic z P na pfislusné strany. Kruznice opsand AA’B’C’ protina stranu BC' po-
druhé v bodé A”. Na tisece A” B’ nalezneme bod X takovy, ze <X AC = <PAB.
Ukaste, ze <AXDB = 90°. (iKS 1 - G3)

Uloha 11. Je dén thel o velikosti a s hlavnim vrcholem A sevieny mezi polop¥im-
kami uy a ug vychazejicimi z A. Uvniti thlu ujus je ddn bod B nelezici na jeho ose
a je dana velikost thlu g8, kde a < 8 < 180°. Uvazme vSechny mozné dvojice boda
X, Y takové, ze X € u1, Y € ug, A lezi mimo thel X BY a <X BY = . Pak kazdy
z bodi A, B ma tu vlastnost, Ze vidi isecku XY stale pod stejnym thlem. Ukazte,
Ze existuje tieti bod s touto vlastnosti. (1KS 4 - G6)

Uloha 12. Je déan trojihelnik ABC a jeho kruznice opsana. Bod P je stiedem
oblouku BAC'. KruZnice nad primérem CP protind osu tthlu BAC v bodech K a
L, kde AK < AL. Bod M je obrazem bodu L v osové soumérnosti podle pfimky
BC'. Ukazte, Ze kruznice opsand trojuhelniku BK M prochézi stfedem BC.

(CPS 2013)

Uloha 13. V konvexnim &tyfahelniku ABCD plati, Zze piimka BD neptili ani

thel <ABC, ani <CDA. Bod P lezici uvnitt ABCD spliuje <PBC = <DBA a

<PDC = <BDA. Ukazte, ze ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz AP = CP.
(IMO 2004)
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Navody

1. Diky isogonélnosti O s H a tétivovosti ABCD je O1P 1 CD a analogicky pro
ostatni, z ¢ehoz plyne, ze O1 PO30 a O3 P0O30 jsou rovnobézniky.

Bud je ABIH = ABIO, nebo je BOIH tétivovy ¢tyftuhelnik.

Ukazte ABOC ~ ABDH a pouzijte spiralni podobnost.

Pokud S je opsisté ABDFE, pak BS 1 AC.

Vyuhlete, Zze F je opsisté AACD.

Pokud se elipsa dotykda AC v D, pak <PDA = <QDC. Preklopte @) podle
stran.

S 9k W

7. Dokreslete stiedy kg, kp a k.. Chordéla je kolméa na jejich spojnici. Stied k lezi
na osach BjBs a dalsich dvou analogickych osach.

8. Necht PQ protind kruznici opsanou AABC v X a Y. Pak Simsonovy ptimky
X aY jsou na sebe kolmé a protinaji se pravé v nasem bodé dotyku.

9. Dokreslete D' € Q tak, ze DD’ | AC. S trochou thleni dostaneme APAD ~
ANAQD'. Potom dostaneme APDM ~ AND'Q a AAMD ~ ANAD'.

10. Dokreslete isogonal conjugate k P a pouZijte six feet theorem. Dotihlete.

11. Ten bod je isogonal conjugate k B vzhledem k (libovolnému) trojahelniku
X AY . Na dokazani toho, Ze je to pro vSechny ten samy bod, pouZijte definici isogonal
conjugate jako stred kruznice opsané obraztim pies strany.

12. Ukazte, ze K a L jsou isogonal conjugates a dothlete.
13. Body A a C jsou isogonal conjugates vzhledem k ABPD.

Zdroje
Jako primérni zdroj bych rad oznacil prispévek od Michala ,Kennyho“ Rolinka,
kterému bych timto chtél podékovat.
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