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Invarianty? Co to je? D4 sa to jest?

Takze pre tych, ¢o sa s takymto cudnym slovom este nikdy nestretli, tak invariant
je nieco stale, nieco ¢o sa nemeni. Pre lepSiu predstavu si to ukdzme na priklade:

Uloha. Majme postupnost a; = 2,a2 = 8 a apy2 = an+1 + 3an pre n € N. Zistite
¢i existuji 4, j, k € N, Ze a;.a; = ay.

No a ako to dokdZeme? Tak ked si vypiSeme zopar prvych ¢lenov a budeme sa
na ne chvilu pozerat, tak si mozeme vSimnut, ze kazdy c¢len naSej postupnosti dava
po deleni tromi zvySok 2. No ale potom su¢in lubovolnych dvoch ¢lenov musi déavat
zvySok 1 modulo 3 a teda také indexy 4,7,k nemodzu existovat (ind¢ by sme mali
prirodzené ¢islo, ktoré po deleni tromi dévalo zvySok jedna aj dva). No a to, ze kazdy
¢len dava po deleni tromi zvySok 2 to sa vold invariant (pretoZe sa to nemeni, vzdy
to tak je a jednoducho sa to ukdze indukciou). Keby sme si tento pojem chceli velmi
neformaélne definovat, tak by sme dostali asi nieco takéto.

Definicia. Invariantom budeme rozumiet nie¢o, ¢o sa nemeni a v kazdom kroku je
to rovnakeé.

A k ¢omu to je vlastne dobré?

Pomocou invariantov sa da niekedy velmi lahko dokéazaf, Ze dand tloha nemé
rieSenie (samozrejme nie vzdy, niekedy naopak moéze pomoct k najdeniu hladaného
rieSenia). Tato metdda sa velmi Casto pouziva pri prikladoch s postupnostami a tam,
kde sa spomina nejaka Sachovnica. Samozrejme na to aby sme mohli tito metédu
pouzit, potrebujeme aby sa v priklade nieco ,dialo%, t.j. aby tam boli nejaké ,kroky*
a my ukazeme, %e v kazdom kroku plati nas invariant (v pripade postupnosti sme
ukazovali, Ze to plati pre kazdy ¢len, ¢o si vieme predstavit, ako keby sme v kazdom
kroku vyrobili novy ¢len postupnosti podla daného predpisu). Jedna z najznamejsich
uloh, kde sa tato metéda pouziva je:

Uloha. D4 sa preskakat so Sachovym kotiom cez vietky policka sachovnice, tak aby

sme zacali v Tavom dolnom rohu a skonéili v pravom hornom a aby sme kazdé policko
nav$tivili prave raz?
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No a odpoved znie: ,NIE“. UvaZzujme normdlne ofarbenie Sachovnice, t.j. policka
su striedavo bielo-¢ierne a lavé dolné policko je Gierne (potom aj pravé horné musi
byt ¢ierne). Mame 64 poliok a keby existovala postupnost krokov pre naseho konika
taka, ze by kazdé policko navstivila prave raz a skoncila v pravo hore, tak je zrejmé, ze
tédto postupnost by musela obsahovat 63 krokov (skokov). Lenze lahko nahliadneme,
Ze pri kazdom skoku sa nas konik bude nachédzat na poli¢ku s inou farbou, takZe po
63. skoku sa bude musiet nutne nachddzaf na bielom policku, ¢o je spor s tym, Ze ma
byt na pravom hornom policku.

Poznamka. Nie vzdy je né$ invariant zrejmy na prvy pohlad, preto by sme sa mali
pri jeho hladani drzat niekolkych (takych zakladnych) pravidiel:

e majte oCi otvorené a vsimajte si aj malickosti
e vypisujte si prvé ¢leny, pripadne prvé kroky (niekedy ich treba dost vela)
e ked si nieco vSimnete nezabudnite to dokézat

e Casto ide o paritu alebo o nejaki zvyskovu triedu modulo nejaké &islo (ako ukazuje
uvodna tloha)

e pri tlohach s tabulkami (Sachovnicami) sktiSajte rozne ofarbenia

e pomocou invariantov sa ukazuje najmi, ze tloha NEMA riesenie takze ak sa nedari
najst vhodny invariant, moze to znamenat, Ze iloha m4 rieSenie
e vhodny invariant méze napomdct k ndjdeniu rieSenia

e majte oci otvorené a vSimajte si malickosti

No a na prednéske si na prikladoch ukézeme ako sa také invarianty hladaja. No
a keby niekto do vtedy nevedel vydrzat, tak tu je zopar prikladikov, ktoré si mozete
preriesit a keby ste sa dopracovali k nejakym vysledkom tak sa s nim mézete pochvalit
na niektorom z nabojov.

Priklad 1. Na kazdom policku tabulky 1997x1997 je bud +1 alebo —1. Pre kazdy
riadok spoditajme suéin R; vSetkych cisiel v tomto riadku a analogicky S; nech je
stdin v stipci. Dokézte, Ze 2%2917(Ri + S;) nikdy nie je nulova.
Priklad 2. V kazdom vrchole Stvorca mame jeden kamienok a v kazdom kroku
moZeme previest nasledujicu operaciu: z lubovolného vrchola zoberieme niekolko ka-
mienkov (najviac tolko kolko tam bolo na zaciatku) a pridame dvakrat viac kamien-
kov na niektory zo susednych vrcholov. Je to mozné robit tak, aby sme na konci vo
vrcholch dostali (zaradom) 1989, 1988, 1990 a 1989 kamienkov?
Priklad 3. Vo vrcholoch pravidelného n-uholnika, n > 4, st vpisané éisla =1, xa,
., Tn. Nech a, b, ¢, d st $tyri za sebou iduce takéto ¢isla. Potom ak (a —d)(b—c) <
0, tak mozeme vymenit hodnotu b a c. Zistite, ¢éi tito operdciu mozeme robit do
nekonecna.
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