Invarianty a v ¢em vézi
| Franta Konopecky

Pri styku s dlohami se vyuzivaji rizné strategie a jednou z téch podstatnych
je hledani invariant. To poméha zdolat mnohdy i zdanlivé obtizné problémy.
Shlédnéme ilustracni priklad:

Piiklad. Bud d(n) ciferny soucet ¢isla n. Najdéte vSechna FeSeni rovnice
n+ d(n) + d(d(n)) = 2008.

Reseni. Po kratkém nezdaru pfi hledani vyhovujicich n se pokusime dokézat, ze
rovnice nema feSeni. A hle, vyuzijeme invariant. Pfi ciferném souctu se zachovava
zbytek po déleni tfemi, proto je leva strana rovnice vzdy délitelné tfemi a nemitize
byt rovna 2008.

Nase zakladni strategie tedy fikd: Kde se néco opakuje, hledej to, co
zustava stejné. Piibuznd mys$lenka je hledat néco, co se sice méni, ale kontrolo-
vanym zpusobem (napf. néjaké éislo stale roste).

Uvedme si jesté nékolik invariantt, které jsou ¢asto uziteéné.

(1) soucet ¢isel, pfipadné soucet modulo n (pro vhodné n).

(2) soufet druhych mocnin (geometricky vzdalenost od poéatku).

(3) dalsi aritmetické operace: soucin, podil, soudet ¢tverct rozdilq, . ..

(4) pocet néjakych jevi, pfipadné modulo n.

Priklady

Priklad 1. Na tabuli jsou napsana ¢isla 1, 2, ..., 2n (n je liché pfirozené).

Mizeme smazat libovolna dvé ¢isla a, b a misto nich napsat |a—b|. Toto opakujeme.
Dokazte, ze posledni zbylé ¢islo je liché.

Priklad 2. Ve vrcholech Sestitthelniku jsou napséna ¢isla 1,0, 1, 0, 0, 0. V jednom
kroku smime zvysit o jedna dveé sousedni ¢isla. Je mozné opakovanim tohoto kroku
ziskat Sest stejnych Cisel?

Priklad 3. Na zajezdé ma kazdy turista nejvySe tii nepiatele. Dokazte, Ze je
mozno turisty rozdélit do dvou autobust tak, ze nikdo nejede v autobuse s vice
nez jednim svym nepfitelem. Zobecnéte.

Priklad 4. Méjme celd ¢isla a, b, ¢ a d, ne vSechna stejnd. Opakované budeme
nahrazovat ¢tvefici (a, b, ¢, d) étvefici (a — b, b — ¢, ¢ — d,d — a). Ukazte, Ze alesponl
jedna soutadnice bude jednou v absolutni hodnoté vétsi nez milion.
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Priklad 5. Nech 0 < xg < yg. Vyjadfete vzorcem x,,, v, definované rekurentnimi

vztahy: N
Tn T Yn

Tn+1 = 9 Yn+1 = V/Tn4+1Yn-
Priklad 6. Kazdéz ¢isel aq, ..., a, je +1 nebo —1 a plati ayasasas+asaszagsas +

+ -+ 4 anajazaz = 0. Dokazte, ze n je délitelné ctyimi.

Priklad 7. Ke kulatému stolu méa usednout 2n poslancti, kazdy z nich mé nanej-
vys n — 1 nepratel. Ukazte, ze je mozno je rozesadit tak, aby nikdo nesedél vedle
svého nepftitele.

Priklad* 8. Ke kazdému vrcholu pétitthelniku napiSeme celé &islo, soucet vsech
péti ¢isel je kladny. Pokud na obvodu pétithelniku jsou z, y a z (v tomto pofadi)
a y < 0, mizeme tuto trojici nahradit trojici  + vy, —y, y + z. Mize tento proces
probihat nekoneéné dlouho? (Reste i pro realnd é&sla.)

Priklad 9. Za¢néme s néjakou ¢tvefici celych ¢isel (varianta: redlnych ¢isel)
(a,b, ¢, d). Opakované budeme nahrazovat ¢tvefici (a,b, ¢, d) étvefici (Ja — bl |b —
—¢|,|ec —d|,|d — a|). Dostaneme se vzdy ke étvefici (0,0,0,0)?

Priklad 10. Zac¢néme s ¢isly 1, 2, ..., 4n — 1. V jednom tahu nahradime dvé
¢isla jejich rozdilem. Dokazte, Ze po 4n — 2 tazich zbyde sudé ¢islo.

Pfiklad 11. Mé&jme mnozinu {3,4,12}. Jsou-li a, b rtizné prvky nasi mnoziny,
muzeme je nahradit ¢isly 0.6a — 0.8b a 0.8a + 0.6b. Mizeme nékdy dostat mnozinu
(a) {4,6,12} nebo (b) {x,y,2} kde |z — 4|, |y —6],|z — 12| < 1//3 ?

Priklad 12. Vezmeme Sachovnici s obvyklym obarvenim poli¢ek. V jednom tahu
miZeme pievratit barvy v (celé) jedné fadé, (celém) jednom sloupci, ¢ v (celém)
¢tverecku 2 x 2 policka. MuZeme ziskat obarveni s jedinym ¢ernym polickem?

Priklad* 13. Mséjme ¢isla a, b kladné celd. Dokud je a > 0 opakujeme nésledujici
operaci: pokud je a < b, dosadime misto (a, b) dvojici (2a,b— a), jinak misto (a,b)
dosadime (a — b, 2b). Pro které vychozi dvojice postup skonéi? Po kolika krocich?
Co muzete Tici o periodach v nekone¢ném procesu? Zeste i pro kladna realna a, b.

Priklad 14. Mame modré, ¢ervené a zelené korélky. V jednom tahu smime pro-
vést vyhodnou vyménu: zahodime dva koralky, kazdy jiné barvy a dostaneme za
né koralek barvy tfeti. Kdy miZeme timto postupem skoncit s jedinym koralkem?
Zalezi barva zbylého koralku na zvoleném postupu?

Priklad 15. Opét mame modré, cervené a zelené koralky, tentokrat za zahozeni
dvou koralki rtznych barev dostaneme dva kordlky barvy tfeti. Kdy je mozno
docilit toho, Ze vSechny koralky budou mit tutéz barvu?

Priklad 16. V kazdém policku obdélnikové tabulky je napsano celé kladné éislo.
V kazdém tahu je mozno zmensit vSechna ¢isla v jednom sloupci o jedna nebo
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zdvojnasobit vSechna ¢isla v jedné fadé. Dokazte, ze je mozno dosdhnout tabulky
se samymi nulami.

Priklad 17. Kazdé z ¢isel od jedné do milionu nahradime jeho cifernym souétem.
Opakujeme, dokud nedostaneme milion jednocifernych ¢isel. Bude vic jedni¢ek
nebo dvojek?

Priklad 18. Vrcholy mnohothelniku jsou oznaceny realnymi ¢isly. Pokud néjaka
¢tvefice po sobé jdoucich éisel a, b, ¢, d spliiuje vztah (a — d)(b — ¢) < 0, smime
prohodit b a ¢. MuZeme toto prohozeni provést nekoneénékrat?

Priklad 19. Na poli¢ku bl Sachovnice je napsano —1, na ostatnich +1. Méame
moznost zménit znaménko ¢isel v jednom sloupci, jedné fadé nebo na libovolné
diagondle (véetné jednopoli¢kovych diagondl, tj. rohovych policek). Dokazte, ze
nam vzdy zbyde néjaka —1.

Priklad 20. Mgégjme fadu 2000 ¢isel. Do druhé fady pod kazdé ¢islo napiSeme
pocet jeho opakovani v fadé prvni. Stejné vytvorime z druhé fady fadu treti atd.
Dokazte, ze jednou budou dvé po sobé jdouci fady stejné.

Priklad 21. Na kazdém policku Sachovnice je celé ¢islo, smime p¥ic¢ist jednicku
ke vSem cislim néjakého ¢tverce 4 x 4 nebo 3 x 3 policka. MizZeme opakovanim
této operace docilit toho, aby byla v8echna ¢isla na Sachovnici délitelnd (a) dvéma,
(b) tfemi?

Piiklad 22. Z &isla 112900 yyskrtneme prvni &islici a pFicteme ji ke zbylému
¢islu. Tuto operaci opakujeme, dokud neziskame deseticiferné ¢islo. Ukazte, ze dvé
z jeho cifer budou stejné.

Priklad* 23. Na policku (1, 1) stoji véz. Jednim tahem smime bud zdvojnédsobit
jednu soufadnici, nebo odecist mensi souradnici od vétsi. Na kterd policka se véz
muze dostat?

Priklad* 24. Mé&jme posloupnost zaéinajici 1,0,1,0,1,0,... jejiz dalsi éleny zis-
kame jako soucet predchozich Sesti modulo 10. Vyskytne se v této posloupnosti
Sestice ...,0,1,0,1,0,1,... 7

Priklad* 25. Vezmeme 35 celych ¢éisel. MuZeme vybrat n&jakych 13 z nich a
zvétsit kazdé z téchto tiinacti o 1. Ukazte, ze muzeme docilit toho, ze vSech 35

¢isel bude stejnych. Prozkoumejte i zobecnéni — pro n ¢isel, z nichz je mozno
volit m.
Piiklad 26. Cisla 1, 2, ..., 2n jsou sefazena v libovolném potadi. Ke kazdému

¢islu pricteme jeho poradové ¢islo. Dokazte, ze dostaneme dvé ¢isla se stejnym
zbytkem modulo 2n.

Priklad 27. V kruhu je rozmisténo n dilkd, v kazdém je jedna kulicka. V jednom
tahu smime posunout jednu kulicku po sméru hodinovych rucicek, jinou proti
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sméru. Mizeme shroméazdit vsechny kulicky v jednom dualku?

Priklad* 28. Na kazdy miiZzovy bod (z,y) pro y < 0 miZeme polozit ddmovy
kédmen. Pak s témito kameny zachézime jako pfi solitéru: vybereme dva kameny
sousedici vodorovné nebo svisle a jednim pfeskoéime druhy (ten druhy zahodime)
a dopadneme na volné policko. Timto postupem chceme dostat néjaky kdmen na
policko (0,7n) pro co nejvétsi n.

Piiklad* 29. Cisla 1, 2, ..., n jsou libovolné uspoiddana. V jednom kroku
mizeme dvé sousedni éisla (varianta: dvé libovolnd ¢isla) prohodit. MiZeme po
lichém poc¢tu kroki dojit k vychozimu usporadani?

Priklad* 30. Vezméme &tyfi shodné pravothlé trojuhelniky. V jednom kroku
miZeme jeden trojihelnik rozdélit vyskou (na pfeponu) na dva podobné trojtuhel-
niky. MiiZzeme opakovanym délenim docilit toho, ze zadné dva z nasich trojuhelnikt
nebudou shodné?

Zdroje
Tento piispévek je prakticky kopii piispévku Roberta Sdmala z roku 2000. Reseni
naprosté vétsiny uvedenych prikladt lze nalézt v publikaci

Engel A.: Problem Solving Strategies, Springer-Verlag 1998.

Ta je sice vzécnd, ale kdyZ mi napiSete (frakonZAVINACgmail.com), tak vas zao-
patiim elektronickou kopii.



