Interpolace

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Dozvime-li se nékolik bodt, jimiz prochézi graf nezndmého polynomu,
co z toho o ném miizeme vyvodit? Ukézeme si, ze celkem dost.

Véta. (Lagrangeova interpolace) Méjme navzdjem rizné xg,21,...,o, € R a li-
bovolna yg,y1, - - -,Yyn € R. Pak mezi polynomy s koeficienty z R stupné nanejvys n
existuje pravé jeden, ktery spliiuje f(z;) = y; proi € {0,1,...,n}, a je to konkrétné

f@) =3 wll ;=2 (©)

i=0  j#i

Umluva. Polynom na pravé strané v (©) budeme nazjvat (Lagrangeovim) inter-
polacénim polynomem (skrz body (xo,yo), (X1, 22), ..., (Tn, Yn))-

Cviéeni. Na reélnych ¢islech neni nic specidlniho — rozmyslete si, Ze interpolace
funguje i nad Q, nad C nebo nad koneénymi télesy Z, pro prvoéisla p. (Obecné
bychom ji tedy mohli zformulovat nad obecnym télesem.)

Hodnoty v bodech

Cvigeni. Vsimnéte si, e [[ico1 a7 = (D" 7F("1).

Véta. (Binomicka) Pro nezéporné celé ¢islo n plati (a+b)" = Y7 o (7)a'db" "
Uloha 1. Realny polynom f stupné nanejvys n splituje f(k) = 2* pro viechna
k=0,1,...,n. Spoctéte f(n+1).

Uloha 2. Realny polynom f stupné nanejvys n spliuje f(k) = ﬁ pro vSechna
k

k=0,1,...,n. Urdete f(n+1).

Uloha 3. (tézka) Af F; znaéi i-té Fibonacciho ¢islo, tedy Fy = 0, F; = 1 a

dale F,41 = F, + F,,—1. Pokud polynom f stupné 990 spliiuje f(k) = Fj pro

k€ {992, ...,1982}, dokazte, ze f(1983) = Fioss — 1. (IMO SL 1983)
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Koncepcnéjsi pohled, aneb moduleni polynomii

Pokusme se okopirovat principy modularni aritmetiky na pocitani s polynomy. Pro
jednoduchost uvazujme jako modulo néjaky monicky linedrni polynom x — a a pra-
cujme nad R. Je-li dén redlny polynom f, co se s nim stane modulo = — a? Inu, ta
nejprvotnéjsi kongruence, co by modulo = — a méla platit, je z —a = 0, neboli z = a.
Jelikoz polynom je jen vyraz poskladany ze s¢itani a nasobeni, kterézto operace by
modulérni aritmetika méla respektovat, dostaneme f = f(z) = f(a). Jinymi slovy,
modulo z — a je polynom f kongruentni své hodnoté f(a), takze v Lagrangeové
interpolaci mizeme kazdou podminku f(x;) = y; pfelozit jako f = y; (mod z — ;).

Mame tedy neznamou f, o které mame jen néjaké informace v nékolika rtuznych
modulech — bystii mohou véttit Cinskou zbytkovou vétu. V okruhu R[x] polynomt
nad R jsou nastésti polynomy = — a, x — a’ pro a # a’ nesoudélné, takze v duchu
Cinské zbytkové véty se sada podminek v nesoudélnych modulech x — z; ma pielozit
do jedné podminky modulo (z—xg) - - - (x — 2, ). UZ zbyva jen zpozorovat, ze v kazdé
takové zbytkové t¥idé je pravé jeden polynom stupné nanejvys n. Zakladni forma
Lagrangeovy interpolace pak jen rika, Ze kdyz méa polynom spliujici tyto podminky
navic jesté maly stupen, musi se jednat o tohoto unikatniho reprezentanta. Nic ndm
vSak nebrani si ponechat volnéjsi vysledek i pro f libovolného stupné:

Véta. (Lagrangeova interpolace trochu obecnéji) Jsou-li zg,z1,...,2, € R navza-
jem riizna a yo,¥y1,.--,Yn € R libovolna a g je Lagrangeuv interpolacni polynom

skrz body (xo,Y0), (€1,%2), ..., (@n, yn), pak libovolny redlny polynom f (bez ome-
zeni stupné) spliiuje f(x;) = y; pro vSechna i € {0,1,...,n}, pravé kdyz

pro néjaky realny polynom q.

Koeficienty
Tvrzeni. Je-li f polynom stupné nanejvysn a xg, 1, ..., T, € R navzdjem rizna,
pak je

(i —z5)
rovno koeficientu u x™ v f.

Uloha 4. Bud a,, koeficient u 2" v redlném polynomu f stupné nanejvys n. Do-

kazte, ze potom plati
S (- <’,L)f(i) = nla,.
i

=0
2



MATEJ DOLEZALEK

Uloha 5. Bud f polynom s celoéiselnymi koeficienty stupné d a bud p prvoéislo.
Dokazte, ze pokud f(0) = 0, f(1) = 1 a pro kazdé n € N dava f(n) po déleni p
zbytek 0 nebo 1, potom d > p — 1. (IMO SL 1997)

Nerovnosti

Idea. Vezmeme libovolny ,Lagrangeovsky vyraz“, ktery se dosud objevil v pii-
spévku, a placneme na néj absolutni hodnoty a trojihelnikovou nerovnost.

Uloha 6. Redlny polynom f stupné nanejvys n spliiuje na intervalu (0, 1) nerov-
nost | f(x)| < 1. Dokaite, ze |f(—1/n)| < 2"*1 — 1.

Uloha 7. Je dén monicky reilny polynom f a celd ¢isla g < z1 < --- < 2.

Dokaite, Ze pro n&jaké 0 < i < n nastane |f(z;)| > 2. (Crux Mathematicorum)

Ulohy na procviceni

Uloha 8. Bud F : 2, — Zy zcela libovolna funkce. Nahlédnéte, Ze ji lze zapsat
polynomem s koeficienty ze Z,.

Uloha 9. (sdileni tajemstvi) Voldemutovym nejstiezengjsim tajemstvim je realné
¢islo r. Chtél by navrhnout systém, ve kterém kazdému ze svych n smrtijedomutt
sdéli néjakou informaci tak, aby

(i) dovedlo libovolnych 7 smrtijedomutt spojit své informace a zjistit z nich r,

(ii) ale libovolnych 6 nebo méné smrtijedomut nedovedlo ze svych informaci

zjistit o r viibec nic (napf. ani ZAdny omezeny interval, v némz musi r lezet).

Poradte Voldemutovi, jak toho docilit. Dovede ve vasem systému Voldemut piidavat
nové smrtijedomuty, aniz by cokoliv nového fikal starsim smrtijedomuttim?

Uloha 10. Reélny polynom f stupné nanejvy$ n nabyva celo¢iselnych hodnot

v bodech 0,1, ...,n. Nahlédnéte, Ze potom uz musi nabyvat celo¢iselnych hodnot na
celém Z.
Uloha 11. Dokazte, Ze pro navzajem rizna g, z1,. .., T, € R plati
n+1 n
== Z;.
Z o (@i — ) ;

Uloha 12. Dokazte, Ze kazdj monicky realnj polynom stupné n lze zapsat jako
aritmeticky primeér dvou realnych polynomii stupné n, z nichz kazdy ma n riznych

redlnych kofent. (USAMO 2002)
Uloha 13. Méjme celé éslo n > 3 a realné polynomy f, g takové, ze body
(f(i),g(@)) pro ¢ = 1,...,n jsou vrcholy pravidelného n-ihelniku v roviné (&tené

v kladném sméru). Dokazte, Ze alesponl jeden z f, g ma stupeii alespoii n — 1.
(Putnam 2008)
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Uloha 14. Dokazte, ze plati Y, _o(—1)" % (}) k" = w
Uloha 15. (t&7kd) Dokazte, Ze pro kazdy monicky polynom f s komplexnimi koe-
ficienty existuje komplexni ¢islo z splijici |z| = 1 a zdroven |f(z)] > 1.

Uloha 16. (té7kd) Realny polynom f stupné nanejvys 2020 spliuje f(k?) = k pro
k=0,1,...,2020. Urcete f(20212). (HMMT 2020)

Navody

1. Dosad do interpola¢niho polynomu a uprav smérem k binomické vété.

2. V interpolac¢nim polynomu zmizi kombinacni ¢isla.

3. Vyuzij, ze F,, = %(gp” — (@)"), kde ¢ = 1+T‘/5, P = # Rozdél sumu, ke
které se prointerpolujes, na ¢ast s ¢ a p.

Hodnoty f v kterych bodech se tu objevuji? TakZe skrz co asi chces interpolovat?
Interpoluj nad Z, a vyjadii koeficient u zP~1.

Interpoluj skrz z; = %

Vyuzij celo¢iselnost k odhadu [],_; [z; — ;.
Interpoluj skrz vsechny body.

© ® e ok

. Sdél smrtijedomuttim hodnoty polynomu v bodech.

10. Interpretuj kazdy ¢len v interpolacnim polynomu pomoci kombina¢nich ¢isel.
11. Ctes koeficient, ale stupeti je moc velky — zmodul.

12. Jeden polynom zinterpoluj tak, aby byl hooodné rozkmitany, druhy dopocitej
tak, aby vysel prumér.

13. Interpoluj jeden komplexni polynom. Vhodné BUNO situaci zjednodusi.

14. Interpoluj f(x) = 2", ale divej se na koeficient u 2™~ 1.

15. Pouzij kofeny z"*! — 1. Viraz [1iz; (i — x;) je hodnota derivace v kofenu!

16. Interpolace da désivou sumu, ale jde to ubit. ;" ((—1)*(}) jde spocitat!
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