Integral a jeho aplikace

' Tomds Matousek

KFivka

Definice. (Vektorova funkce) Funkci ¢ : R — R"™, kterd redlnému ¢islu prifazu-
Jje n-tici redlnych éisel (vektor), nazyvame funkci vektorovou. Lze ji také popsat po
slozkdch jako ¢(t) = (p1(t), ..., ¢n(t)), kde ¢1, ..., on : R — R jsou redlné funkce.

Definice. (Kfivka) Necht (a,b) je interval a ¢ : (a,b) — R" je (vektorovd) funkce.
Pak C = ¢({a,b)) je kiivka, pokud

e © ma konecné mnoho vicenasobnych bodii,

®  je po castech spojita,

o (o, ..., 0n)=(0,...,0) jen v koneéné mnoha bodech (derivace viz dale).

Funkce ¢ je parametrizaci kiivky C.
Krivka je jednoducha, pokud nema vicenasobné body.
Kfivka je uzaviend, pokud ¢(a) = ¢(b).

Prikladem uzaviené rovinné kiivky muze byt tfeba kruznice se stfedem v pocatku
a polomérem R. Jeji parametrizaci je napf. funkce ¢ : (0,27) — ]R2, popsana v
kartézskych soufadnicich vztahem

p(t) = (Rcost, Rsint)

Pridame-li navic tteti slozku z = g—;, dostaneme spiralu, jejiz jeden zavit bude mit
vysku h.

Limita a derivace

Definice. (Limita) Bud f:R — R, a € R. Existuje-li L € R takové, ze
(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € (a—d,a) U (a,a+9)) : f(z) € (L —e,L+¢),
pak je L vlastni® limitou funkce f v bodé a, nebo-li lim f(x) = L. Pokud takové L
Tr—a

neexistuje, pak funkce nema v bodé a vlastni limitu.

21ze definovat i nevlastni limitu majici hodnotu 400, to ale nebudeme potiebovat. Slovo
vlastn? budeme proto uvadét jen tehdy, je-li nezbytné, aby limita byla redlnym cislem.
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Nahradime-li v definici mnozinu (a—0, a)U(a, a+9) intervalem (a—9, a) resp. (a,a+9),
dostaneme definici limity zleva lim f(x) resp. limity zprava lim+ f(x).
r—a— r—a

Lemma. Funkce ma v kazdém bodé nejvyse jednu limitu.

Definice. (Derivace) Necht f : R — R. Limitu

o J@) = f@) . flatt) ~ fla)

z—a T —a t—0 t
nazyvame derivaci funkce f v bodé a. Existuje-li tato limita a je-li vlastni na néjaké
mnoziné M C R, pak funkce f' : M — R, kterd kazdému bodu a € M piifadi
uvedenou limitu, je derivaci funkce f na M.

V nésledujici tabulce jsou uvedena néktera pravidla pro vypocet derivaci funkci a také
derivace zékladnich funkci. Pro pfehlednost jsou v tabulce vynechany podminky, za
nichz maji vyrazy smysl. V pravidlech predpokladame, ze vSechny derivace existuji a
jsou vlastni.

! f
x¢ az® !
3 sin z COs T
linearita
cosx —sinz
/ / /
(af +Bg) =af +Bg tgr | b
derivace soucinu log x %
/ / /
(fo) =fg+fg © ®
derivace podilu* . 1
, , , arcsin x =
<1> = fg_Qfg arccos x | — —%
g g 1—x2

Riemanndv integral

Definice. (Déleni intervalu)  Necht (a,b) je uzavieny interval a necht a = z¢ < x1 <
-+» < xp = b jsou redlnd éisla. Pak posloupnost xq, ..., n je délenim intervalu (a, b)
a jeji ¢leny jsou jeho délici body.

3a, BER.
4Plati tam, kde je g nenulova.
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Definice. (Omezend funkce na intervalu)  Necht I je interval. Funkce f: I — R je
na I omezend shora resp. zdola, pokud existuje C' € R takovd, Zze f(x) < C resp.
f(z) > C pro kazdé z € I. Je-li funkce omezend zdola i shora, pak je omezena.

Definice. (Riemanntiv soudet) Necht (a,b) je interval, f : (a,b) — R je na tomto

intervalu omezena. Necht D = x, ..., xn je déleni (a,b). Pak
dolnim Riemannovym souctem funkce f prfi déleni D rozumime
n

s(,D)=Y_ inf  f(z)-(x;—xj1),

=1 TE(T;—1,7;)

hornim Riemannovym souctem funkce f pri déleni D rozumime
n

S(f,D):Z sup  f(x)-(z; —xj-1).

j=1%€(@j—1,7;5)

Definice. (Riemanntv integral)  Necht (a,b) je interval, f : (a,b) — R je na tomto
intervalu omezena.
Dolnim Riemannovym integralem funkce f pres interval (a,b) je

b
R)/ f(z)dz = sup s(f, D),

D je déleni (a,b)

hornim Riemannovym integrdlem funkce f pres interval {a,b) je

/ f D je d<;len1 (a,b) (f7 )

Jestlize se tyto integrdly rovnaji, pak je f na (a,b) riemannovsky integrovatelnd a
jeji Riemanniv integral je

/ f da(a / f (R)Zf(w)dw

Mnozinu riemannovsky integrovatelnych funkci na (a,b) znacime R({(a,b)).
Véta. Je-li funkce f spojitd na (a,b), pak f € R({a,b)).

Pro pfehlednost dédle vynechdme oznaceni (R) u Riemannova integrélu. Také se do-
mluvime, ze f;f(x)dx:Oafff( ydz = — [ f(z)dz.

Véta. (Vlastnosti Riemannova integralu) Necht ¢ € (a,b), a € R, f,g € R({a,b)).
Pak také f + g,af € R({a,b)), f € R(a,c), f € R(c,b) a navic

/f+g—/f+/ 9,
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/abocf:a/abf,
/abf:/achr/cbf.

Z definice Riemannova integralu plyne i vyznam jeho hodnoty. Je-li f napf. nezadporna
a spojitd na (a,b), pak hodnota integralu je rovna obsahu utvaru ohrani¢eného funkeci
f, osou z a kolmicemi na osu z jdoucimi z bodi (a,0), (b,0). AvSak z uvedené definice
neplyne, jak tuto hodnotu vypocitat. K tomu se dostaneme pozdéji.

Riemannuv integral lze pouzit i na vypocet délky kfivky, objemu a povrchu télesa.

Véta. (Vypocet délky kiivky) Necht C je kiivka a ¢ : (a,b) — C' jeji parametrizace
v kartézskych soufadnicich, ¢ = (¢1, ..., ¢n). Délka kiivky C je

b
L0) = [ Do+ + o

Véta. (Vypocet objemu a povrchu rotaéniho télesa)  Necht f je na (a,b) spojitd a

nezaporna. Téleso
T= {(x,y,Z); Vy?+22 < f(x)}
ma objem
b
V= 7r/ f2 (z)dz
a
a povrch plasté

b
P:27r/ F(@)\/1+ (f)2(z) dz.

Primitivni funkce a Newtoniv integral

Definice. (Primitivni funkce) Necht F, f jsou funkce definované na intervalu (a,b).
Rekneme, Ze F je primitivni funkce k funkci f na (a,b), pokud F’' = f na (a,b).
Zapisujeme F = [ fdz.

Lemma. Jsou-li F,G primitivni funkce k funkci f, pak existuje konstanta c takova,
ze F=G+c.

Véta. Necht f je na (a,b) spojitd. Pak f ma na (a,b) primitivni funkci.
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V nasledujici tabulce jsou uvedeny nékteré primitivni funkce. Pro pfehlednost jsou
vynechany konstanty a také podminky, za kterych maji vyrazy smysl. Vlevo jsou
uvedeny nékteré metody vypoc¢tu primitivnich funkei.

Ir
xa 1 anrl
1
integrace per paurtes5 1 ot
= log ||
/fg/ =fg— / f'g e’ e”
6 sin z —cosx
substituce
, cosx sinx
[ fe@)d @ s = [ f@)s ) .
W arcsimx
vyuziti linearity 1
TT22 arctg x
1
/af+ﬁg:a/f+ﬁ/g cos? x tgx
ﬁ —cotgx

Definice. (Newtontv integral) Rekneme, %e f mé4 na {(a,b) Newtoniv integral

b
(V) / f@)de = [F@)’ = lim F(z)— lim F(a),

r—b— rz—a+
je-li F primitivni funkci k f na (a,b) a ma-li vyraz vpravo smysl.

Mnozinu funkci newtonovsky integrovatelnych na (a,b) znacime N ({a,b)).

Véta. (Newton—Leibnitzova formule)  Necht f € R({a,b)) NN ({a,b)). Pak

(R) / " fa)de = (V) / " fa)da.

SPiedpokladame f’, g’ spojité na (a,b).
6Predpokladéme, Ze 0 (o, B) — (a,b) a ¢ je vlastni na (a, 3).
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