Indukce bez kraliku

' Jaroslav ,,Jard3&" Hanél

Jak to funguje?

Matematicka indukce je nastroj, ktery nam pomahé formalizovat myslenku ,pro
mala cisla to tak funguje a pro velka se to nepokazi“.

Tvrzeni. (Princip matematické indukce) Bud'n € N a V(n) vyrokovd formule.
Predpokladejme, ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(i) V(1) je pravdivy vyrok.

(ii) Pro kazdé k € N plati implikace V (k) = V(k + 1).
Pak vyrok V(n) je pravdivy pro kazdé n piirozené.

Poznamka. Reseni vyuzivajici matematickou indukci vZdy sestéva ze dvou kro-
ki. Bod (i) obvykle ovéfime snadno. Ditkaz bodu (ii) (tzv. indukéni krok) pak
zpravidla vedeme tak, ze pfedpoklddame platnost V (k) a odvodime V(k + 1).

Motivacni a vzorovy priklad
Priklad. Zapiste vyraz14+3+5+---+ (2k — 1) v jednodussi formé.
Reseni: UkédZzeme, 7e pro kazdé k € N plati

1+3+5+- 4 (2k—1) =k>

Toto tvrzeni dokdzeme indukci. Pro k = 1 skuteéné nast4va rovnost (2-1—1 = 12).
Daéle bud ¢ € N libovolné.

Dokazeme, ze pokud tvrzeni plati pro ¢, plati i pro ¢ 4+ 1. Jelikoz jsme vyse
ukazali, Zze plati pro jednicku, bude pak muset platit také pro vSechna prirozena
k. Chceme tedy dokazat, ze

1+3+5+-+ 2t —1)+ (2t +1) = (t+1)%,
pri¢emz muzeme vyuzit toho, Ze
14+3+5+-+(2t—1) =+t (1)
Dosadme nyni do levé strany dokazovaného tvrzeni ze vztahu (1) a upravme
[M4+3+54+--+2t D]+t +1) =2+ 2t+1)=(t+1)2

Jsme hotovi.
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Priklady na zahrati

Priklad 1. Méjme v roviné N kruZnic, které déli rovinu na nékolik oblasti.
Ukazte, ze je mozné kazdou z téchto oblasti vybarvit jednou ze dvou barev tak, ze
kazdé dvé oblasti se stejnou bavou spolu nesousedi.

Piiklad 2. V roviné je ddno 2n bodd, n > 2, v obecné poloze'. Déle je mezi
témito body sestrojeno n? + 1 tseéek. Dokazte, Ze existuje trojice bodii, ve které
jsou kazdé dva spojeny tseckou.

Priklad 3. Ukazte, ze pro n > 5 lze ¢tverec rozdélit na n (ne nutné riznych)

étvercu.

Priklad 4. Méjme realné ¢islo x, pro které je hodnota = + % ¢islo celé. Dokazte,
L pro libovolné n € N. (PraSe 26/4, 3. pfiklad)

xn

ze pak je celé i ¢islo 2" +
Priklad 5. Pro piirozené ¢islo n si napiSme vSechny zlomky tvaru %, kde cisla

p a q jsou nesoudé€lnd a plati 0 < p < g < n, p+ ¢ > n. Dokazte, ze pak soucet
vSech téchto zlomk je konstantni pro libovolné n € N.  (PraSe 26/4, 5. piiklad)

Priklad 6. Dokazte, Ze pro kaZzdé prirozené ¢islo n existuje n-ciferné prirozené
C¢islo délitelné cislem 27, které ma za cifry pouze jenicky a dvojky.

(PraSe 26/4, 6. pfiklad)
Piiklad 7. Dokazte, ze mezi kazdymi 271 ¢&isly lze najit 2" éisel takovych, Ze
jejich soucet je délitelny 2.
Ptiklad 8. Dokaite, Ze pro libovolné n > 0 piirozené plati 371! | 23" 4+ 1.
Priklad 9. Méjme piirozena Cisla x1, X2, ..., ZTn, Y1, Y2, - - - , Ym takova, Ze soucty

r1+ T2+ -4+ xn ayr +y2 + -+ Y jsou rovny témuz ¢islu mensimu nez m - n.
Dokazte, ze v rovnosti

TytTa+ -+ Tp=y1tyYz+ -+ Yn
1ze vyskrtnout nékolik s¢itanct (ale ne vSechny) tak, aby vzniklo opét platné tvr-

zenl.

Piiklad 10. Pro p liché ozna¢me x; a x5 kofeny kvadratické rovnice 22 + px —
— 1 = 0. Déale definujme posloupnost y, = =i + x5, kde n > 0. Dokazte, ze ¢isla
Un & Yn+1 jsou nesoud€lnd pro libovolné n prirozené.

Pfiklad 11. Uvazme vSechny podmnoziny mnoziny {1, 2, ..., N}, které neobsa-
huji dvé po sobé jdouci ¢isla. Ukazte, Ze soucet ¢tverci soucinu vsech prvku téchto
mnozin je (N + 1) — 1.

Ltj. zadné t#i nelezi na piimce
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Priklad 12. Dokazte, Ze pro libovolné n € N plati
i) P+254+33+.-+n*=1+2+3+---+n)
(i) 12+42+ 72+ + (30— 2)? = In(6n? — 3n —1).
(iii) 22452+ 8%+ - -+ (3n —1)? = $n(6n? + 3n — 1).

Priklad 13. Dokazte, Ze pro libovolné n > 2 plati nerovnost

1 + 1 + +1
n+1 n+4+2 2n

>

N~

Priiklad 14. Pro n pfirozené dokaZzte nerovnost

11
2(\/n—+1—1)<1+ﬁ+7§+--

Priklad 15. Bud n > 2 pfirozené &islo, pak plati

) () (o) <3

Priklad 16. Mséjme n € N. Dokazte, Ze plati

-+ < 2v/n.

1
NG

1 35 2n—1< 1
2 4 6 2n T Bn+1

Priklady pro myslitele
Priklad 17. Méjme a,b pfirozena ¢isla takova, ze podil P = ‘fjbibf je prirozené
¢islo. Dokazte, ze potom je to Ctverec. (IMO 1988 — 6. priklad)

Priklad 18. Posloupnost {a,} je definovand rekurentné vztahy a,.1 = 3a: +
+4a3, ap = 9. Dokaite, Ze ¢len ajo obsahuje ve svém desitkovém zapisu vice nez
1000 devitek. (Turnaj mést)
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