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ANICKA DOLEZALOVA

ABSTRAKT. Prispévek slouzi jako ivod do matematické indukce pro Gplné zacatec-
niky a jako sbirka prikladu pro ty, ktefi si v ni jesté zcela neveéri.

Matematicka indukce je jedna ze zédkladnich dikazovych metod, ktera se obvykle
pouzivé, chceme-li dokazat, zZe néjaké tvrzeni ¢i matematickéd véta plati pro vSechna
prirozené cisla.

Tvrzeni. (Princip matematické indukce) Bud V(n) vyrok zavisly na pfirozeném
c¢isle n. Predpokladejme, ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(i) V(1) je pravdivy vyrok.

(ii) Pro kazdé k € N plati implikace V (k) = V(k + 1).
Pak vyrok V(n) je pravdivy pro kazdé n piirozené.

Poznamka. Reseni vyuzivajici matematickou indukci zpravidla sestdva ze dvou
krokti. Nejprve ovéfime prvni podminku (to vétsinou jde snadno), potom provedeme
tzv. indukéni krok, diikaz druhé podminky. Ten obvykle vedeme tak, ze predpokla-
dédme platnost V (k) a odvodime V(k + 1).

Vzorovy priklad

Priklad. Ukéazeme, Ze pro vSechna n € N plati

n(n—l—l).

1424... =
+24---+n 3

Reseni. Prvni krok: V(1) ma podobu 1 = 1(12“), coz zfejmé plati. Druhy krok:
Predpokladejme, ze pro vSechna pfirozena ¢isla od 1 do k vyrok V plati. Chceme
ukazat, Ze plati 1 V(k + 1). K tomu mtzeme vyuZit tvrzeni, které uz zndme, totiz

V(k):

k(k+1
1+2+...+k:%.
K obéma strandm rovnosti pficteme k 4+ 1 a upravime:
k(k+1
1+2+~-~+k+(k5+1):¥+(k+1),
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k(k2+1) (1) = k(k+1)42r2(k+1) _ (k+1)2(k+2).
(k +1)(k +2)

Tedy 1+ 2+ ---+k+(k+1) = , coz je V(k + 1). Jsme hotovi.

2
l]lohy
Piiklad 1. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati

1)(2n + 1
12492 4. g2 = MO )6( ntl)

Piiklad 2. Dokaz, ze pro vSechna n € N plati
B2+ 4nd=04+---4+n)
Priklad 3. Dokaz, ze pro vSechna n € N plati
143454+ (2n—1) =n".

Pfiklad 4. (Binomické véta) Dokaz, Ze pro vSechna n € N a a, b redlna plati

(a+b)" = i (Z) akpn k.

k=0

Priklad 5. Méjme v roviné n kruznic, které déli rovinu na nékolik oblasti. Ukaz,
ze je mozné kazdou z téchto oblasti vybarvit jednou ze dvou barev tak, ze zadné dveé
oblasti se stejnou barvou spolu nesousedi.

Ptiklad 6. (Casteény soucet geometrické posloupnosti) DokaZ, Ze pro vsechna
n € N a g # 1 realné plati
k=1

1—g¢q

Priklad 7. Méjme n pfimek v roviné, z nichz zadné dvé nejsou rovnobézné a zadné

tii se neprotinaji v jednom bodé. Dokaz, Ze déli rovinu na n(n + 1) + 1 ¢asti.

Priklad 8. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati

Lo o
1-2 2.3 nn+1)

Priklad 9. Dokaz, ze pro vSechna n € N plati

(n+1)(n+2)--2n=2"-1-3---(2n—1).
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Priklad 10. Dokaz, ze pro vSechna n € N muzeme trojkostickami tvaru L pokryt
Sachovnici 2™ x 2", ze které jsme odstranili jedno policko.

Priklad 11. Necht funkce f pro kazdé n > —1 spliiuje vztah

f(n+2)=2f(n+1) - f(n).
Dokaz, ze pokud plati f(0) = 1 a zarovenn f(1) = 2, pak f(n) = n+ 1 pro vSechna
cela n > —1.

Piiklad 12. Mgjme f(1) = f(2) =1, f(n) =3(f(n—1)+ f(n—2))+1 pron > 3.
Dokaz, 7e pro v8echna n € N je (f(3n) + f(3n + 1)) délitelné ¢islem 32.

Priklad 13. Dokaz, ze vSechna ¢isla ve tvaru 12008, 120308, 1203308, ... jsou dé-
litelna ¢islem 19.

Jak ne
Pro n > 2 pfirozené ,dokdzeme“, Ze n ruznych primek v roviné, z nichz zadné
dvé nejsou rovnobézné, ma jeden spolecny bod.

Dalsi dlohy

Priklad 14. Mgjme realné ¢islo x takové, Ze x + % je celé cislo. Dokaz, ze pak je i
1

z" + — celé ¢islo pro libovolné n € N. (MKS 26-4-3)
x

Piiklad 15. Dokaz, Zze kazdé prirozené n > 12 jde zapsat jako soucet nékolika

Ctyfek a pétek.

Priklad 16. Dokaz, ze kazdé p¥irozené ¢islo n > 2 se d4 zapsat jako soucin nékolika
prvocisel.

Priklad 17. Dokaz, Ze pro kazdé n € N existuje n-ciferné piirozené ¢islo délitelné
éislem 2", které ma za cifry pouze jednicky a dvojky. (MKS 26—4-6)
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