Kdopak by se IMO Sestky bal?

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje vybrané, pfevazné kombinatorické, tlohy z mezina-
rodni matematické olympiady. Na konci pfispévku jsou k jednotlivym tlohdm navody.

The best way to have good ideas is to have lots of them. (Linus Pauling)

Uloha 1. Na sportovnim klani bylo m medaili udélovano v n po sobé jdoucich
dnech (n > 1). Prvni den byla udélena jedna medaile a 1/7 v8ech zbyvajicich m — 1
medaili. Dalsi den dvé medaile a 1/7 z v tu chvili zbyvajicich medaili; a tak déle.
V n-tém poslednim dni bylo udéleno zbylych n medaili. Kolik dni mélo klani a kolik
medaili bylo celkem udéleno? (IMO 1967-6)

Uloha 2. Pro kazdé pFirozené éislo uréete hodnotu sumy

| n+ 2k _ n+1 n+2 n+ 2k
Z ok+1 | 2 + 4 +eoet Tok+1 +o

k=0

(Symbol |z| znadi nejvyssi celé ¢islo nepfevysujici z.) (IMO 1968-6)

Uloha 3. M¢jme étvercovou tabulku n x n nezapornych celjch &isel. Predpokla-
dejme, ze kdykoli mé néjaké policko P nulovou hodnotu, pak sou¢et hodnot na vsech
polickach, kterd maji s P jednu spole¢nou soutradnici, je vyssi nebo roven n. Dokazte,
7e soudet hodnot na vSech polickach je roven alespon n?/2. (IMO 1971-6)

Uloha 4. Nechf S je ¢tverec se stranami délky 100 a L je lomena ¢ara uvnitt S,
ktera se neprotind (ani nedotyka). Pfedpokladejme, Ze pro kazdy bod na hranici S
je moZné nalézt bod na L, ktery neni od P dal nez 1/2. Dokazte, Ze je mozné na
L najit dva body X, Y takové, Ze |XY| < 1, ale délka L mezi X a Y je alespoii

198. (IMO 1982-6)
Uloha 5. Rikame, Ze permutace (1, T2, . .. , T2, ) mnoziny {1,2,... ,2n} m4 vlast-
nost P, pokud pro alespoii jedno i € {1,2,...2n — 1} plati |z; — ;41| = n. Ukazte,
Ze pro kazdé n existuje vice permutaci s vlastnosti P neZ bez ni. (IMO 1989-6)

Uloha 6. Ukaite, ze existuje konvexni 1990-tihelnik spliiujici nasledujici vlastnosti:
(i) vSechny thly jsou stejné,
(ii) délky stran jsou v n&jakém poradi 12,22,32,... 19902
1



KDOPAK BY SE IMO SESTKY BAL?

(IMO 1990-6)

Uloha 7. Ukaite, Ze existuje mnozina A kladnych celych éisel s nasledujici vlast-

nosti: Pro kazdou nekone¢nou podmnozinu S prvocisel najdeme dvé kladna cela ¢isla

m € A, n &€ A takova, ze obé jsou soucinem k rtznych prvka S pro néjaké k > 2.
(IMO 1994-6)

Uloha 8. Nechf p je liché prvoéislo. Kolik existuje p-prvkovich podmnozin mno-
ziny {1,2,...,2p} se souctem délitelnym p? (IMO 1995-6)

Uloha 9. Jsou dana tfi kladn4 celd é&isla p, ¢, n spliiujici p4+q < n. Necht (n+1)-tice
(zg,21,... ,,) spliuje nasledujici podminky:

(i) g = x, =0,

(ii) pro kazdé i spliujici 1 < i <n bud ; — z;—1 = p, nebo z; — x,_1 = —q.

Ukazte, ze existuji indexy ¢ < j, (4, j) # (0,n) takové, ze x; = ;. (IMO 1996-6)

Uloha 10. Na matematické soutézi, kde kazdy soutézici fesil 6 tloh, byla kazda
dvojice téchto uloh vyfesena vice nez dvéma pétinami vSech soutézicich. Navic zadny
soutézici nevytesil vSechny ulohy. Ukazte, ze existuji alespon dva soutézici, ktefi
vyftesili pfesné 5 tloh. (IMO 2005-6)

Uloha 11. Kazdé strané b konvexniho mnohothelniku P pfifadime maximalni
obsah trojuhelniku, ktery cely lezi v P a jehoz jedna strana je b. Dokazte, Ze soucet
obsahi prifazenych vSem stranam mnohothelniku P je vétsi nebo roven dvojnasobku
obsahu mnohothelniku P. (IMO 2006-6)

Uloha 12. Nechf a1,as,...,a, jsou navzijem riizna kladni cela ¢isla a M je
mnozina n — 1 kladnych celych ¢isel neobsahujici ¢islo s = a1 +as + ... + a,. Luéni
kobylka skace podél ¢iselné osy, pricemz zac¢ind v bodé 0 a provede doprava n skokt
o délkach aq,as,...a, v uréitém poradi. Dokazte, ze potadi skokti Ize zvolit tak, ze
se kobylka neoctne na zaddném ¢isle z mnoziny M. (IMO 2009-6)

Uloha 13. Je dana posloupnost ay,as,as, ... kladnych redlnjch ¢isel. Necht s je
celé kladné takové, ze pro vSechna n > s plati

an =max{ag +an—k |1 <k<n-—1}.

Dokazte, ze pak existuji kladna celd N a l (I < s) takovd, Ze a, = a; + ap—; pro
vSechna n > N. (IMO 2010-6)

Uloha 14. Mgjme celé &slo n > 3 a n + 1 bodii rovnomérné rozlozenych na
kruznici. Uvazujme takova oznackovani téchto bodu ¢iselnymi znaky 0,1,...n, ve
kterych je pouzit kazdy z téchto znaki pravé jednou. Dvé oznackovani povazujeme za
stejnd, jestlize jedno pfejde na druhé néjakou rotaci kruznice. Oznackovani nazveme
krdsnym, jestlize pro libovolné ¢tyfi znaky a < b < ¢ < d takové, ze a+d = b+ c,
tétiva spojujici body oznacené znaky a a d neprotind tétivu spojujici body oznacené
znaky b a c.
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Necht M znaéi pocet krasnych oznackovani a N pocet usporadanych dvojic (z,y)
kladngch celych ¢isel takovych, ze  + y < n a NSD(zx,y) = 1. Dokazte rovnost

M =N +1.

(IMO 2013-6)

Navody

1. Ukazte, ze pfed k-tym dnem od konce je mnozstvi medaili vyjadtitelné jako

n 1
k41 (f _ 1) P (=),
(k+1)n+ 5 e <6)
kde Py je monicky polynom stupné k — 1. Jedind moznost vyjde n = 6, m = 36.

2. Uvaizte cifru v bindrnim zapisu &isla n na k-té pozici (tedy udavajici pocet 2%).
Uvédomte si, Ze tato cifra bude v nekone¢né sumé zapoctena jako

k=l pok=2 L 404141 =2F

Vysledkem je tedy samotné ¢islo n.

3. Uvazte sloupec/fadek s nejmensim souctem. BUNO se jedna o fadek a soucet
jeho ¢isel je k. Pak umite souéty n—k sloupct (z nul v daném fadku) zdola odhadnout
jako n — k a soucet zbylych k sloupcii (z minimality) pomoci k.

4. Predstavte si postupné kresleni této ¢ary. Po dokonéeni (uspokojeni vech bodit)
jedné strany ¢tverce budou dvé protéjsi strany nacaté, ale nedokoncéené. Z toho musi
existovat cesta k jedné strané a zpatky, ktera bude dlouh4d 198.

5. 'V permutaci bez vlastnosti P dejte prvni prvek k jeho ,kamaradovi“. Tim zis-
kate prosté zobrazeni z permutaci bez P do permutaci s P.

6. Na proté¢jsi strany dame vzdy po sobé jdouci ¢isla. Tim pfevedeme tilohu na
hledani rovnothlého 5-199-tthelniku, kterému davame délky stran 1,5,9,...,2-1990—
1. Tyto délky rozdame tak, Ze jedné skupiné stran, jejichz sméry tvori pravidelny
pétithelnik, dame délky 1,5,9,13,17, dalsi (o 1 kousek pootocené) 21,25, 29, 33, 37,
atd.
7. Zvolte A jako mnozinu vSech ¢isel, ktera maji vyssi pocet prvociselnych déliteli,
nez je hodnota toho nejmensiho prvociselného délitele.
8. Zvolte libovolnou p-prvkovou podmnozinu, kterd mé néjaky prvek < p a néjaky
prvek > p. Rozmyslete si, Ze existuje pravé jedno ,,protoceni prvkt vétsich nez p,
aby soucet celé mnoziny byl délitelny p.
9. Plati p = ¢ (mod p + q), proto je modulo p + ¢ posloupnost tvaru 0,p,2p, ...,
a tedy je (pfi tomto modulo) (p + g)-periodickd. BUNO w,,, > 0. Pak je mozné
ukazat, Ze za predpokladu neexistence hledanych indexii stdle plati ;i (p1q) > i,
coz da spor s x,, = 0.
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10. Jednoho takového soutéziciho dostanete snadno z dvojiho poéitani dvojic: (sou-
tézici, vytesena dvojice tloh). Déale pfedpokladejte, ze kazdy soutézici vytesil alespoii
4 tlohy. (Jinak mu je beztrestné dodéte.) Pokud jiz méte jednoho soutéziciho s péti
tlohami, divejte se na tlohy jako na vrcholy grafu, na dvojice tloh jako na spojnice
mezi nimi. Soutézici odpovidaji 4-klikdm a 5-klikdm v tomto grafu. Po poloZeni 5-
kliky je tfeba pokladanim zbylych 4-klik zastoupeni hran v polozenych klikach co
nejvice vyvazit (z dvojiho pocitani vyjde, Ze az na jednu o 1 vic zastoupenou hranu
musi byt vSechny zastoupeny stejné). AvSak to neni mozné z divodu, Ze v ramci
4-kliky ma kazdy vrchol stupeni 3, a proto vysledné stupné budou davat zbytky po
déleni tfemi pouze na zakladé 5-kliky.

11. Uvédomte si, ze Gloze je ekvivalentni slabsi tvrzeni: V 2n-thelniku s obsa-
hem S vzdy najdete jeden trojuhelnik s obsahem alespon S/n. Kdykoli byste totiz
méli protipiiklad na ptvodni tlohu, dokézete vhodnym porozdélovanim hran vyro-
bit protipfiklad k tomuto tvrzeni. Toto slabsi tvrzeni dokazete nakreslenim hlavnich
thlopricek a pokrytim 2n-thelniku pomoci ,motyli“ ze sousednich hlavnich thlo-
pricek (je t¥eba si rozmyslet, Ze témito motyly se n-thelnik skuteéné pokryje). Z
motyla o obsahu alesponi S/n pak vznikne samotny trojihelnik o obsahu alespoii
S/n.

12. Dokazujte indukci podle poctu skokii. Skakejte prvni skok nejdelsim skokem a
rozeberte na tii pripady. Pfipad, kdy prvnim skokem pireskocite né€kolik , min“ a na
jednu spadnete, vyfeste posunutim vsech preskocenych min o délku tohoto skoku a
po pouziti indukéniho pfedpokladu prohozenim prvnich dvou skokti.

13. Kazdé ¢islo a,, mizeme rozepsat jako soucet
ajay + agas + - - - + agasg, (1)

pricemz plati
o1+ 209 + -+ sag = n. (2)

Zpusob1, jak a, takto rozepsat, miize byt vice, nikdy se vSak nemuize stat, ze by pro
néjakou volbu ag, ... , s splilujici (2) vysla hodnota v (1) vy$si. Z toho odvodte,
ze kdykoli je a; nenulové, musi a, = a,—; + a;. Hledané [ zvolte libovolné takové,
aby byla hodnota a;/l nejvyssi mozna. Pak kdykoli mate rozepsané a,, a hodnota
nékterého «y; > [, je moZné pfi nesniZeni hodnoty (1) a zachovani vztahu (2) snizit
a; ol a zvysit a; o i, ¢imz dosdhnete rozepsani s nenulovym o;.

14. Indukci dokazte, Ze vSechna krasna oznackovani vzniknou zvolenim realného
¢isla r € (0,27) a naslednym skédkédnim po jednotkové kruzmici o r a postupnym
psanim ¢isel 1,2, ...n. Mnozinu N dvojic bijektivné zobrazte na takové skoky r, pro
které se nékteré body prekryji. Zbytek nahlédnéte.



