IMO 1 (mod 3)

Davib HRUSKA

ABSTRAKT. Piispévek obsahuje zadani nejjednodusich tloh z IMO (mezinadrodni ma-
tematické olympiady) a navody k jejich FeSeni.

V obou soutéznich dnech jsou t¢astnikiim IMO piedlozeny k feSeni tti alohy, které
by mély byt sefazené vzestupné podle obtiznosti. I kdyZz jsou vSechny nepochybné
na drovni, vyfesSeni nejjednodussich dvou z nich (tedy prvni a ¢étvrté) casto stoji
na jednom dobrém napadu a zékladnich znalostech!, a p¥itom jiz vétsinou zajistuje
dostatecné vysoké umisténi na bronzovou medaili.

Cilem této prednasky je se tyto tlohy ,naucit fesit. Nedélame si samoziejmé
ambice na nalezeni néjakého obecného navodu, ale pokusime se zvyknout si na jejich
styl, obtiznost a dalsi zdkonitosti. Hlavné se jich ale nauc¢ime nebat tak, ze jich béhem
prednésky co nejvic vyfesime, nebo se alesponi nechdme k feseni dovést.

Uloha 1. Trojahelnik BCF mé pravy tihel u vrcholu B. Nechf A je bod na piimce
CF takovy, ze |FA| = |FB|, a bod F lezi mezi body A a C. Necht D je bod takovy,
7e |DA| = |DC| a piimka AC' je osou thlu DAB. Déle necht E je takovy bod, Ze
|EA| = |ED| a pfimka AD je osou thlu FAC, a necht bod M je stfedem usecky
CF. Kone¢né necht je X bod takovy, ze AM X E je rovnobéZnik. DokazZte, Ze piimky
BD, FX a ME se protinaji v jednom bodé. (IMO 2016 — 1)

Uloha 2. Mnozinu kladnych celych ¢isel nazveme woriavou, jestlize obsahuje ale-
spoil dva prvky a libovolny jeji prvek ma néjakého (i vice) spoleéného prvociselného
délitele s alesponi jednim jinym jejim prvkem. Uvazme polynom P(n) = n? +n + 1.
Urcete nejmensi celé kladné b, pro které existuje celé nezdporné a tak, ze mnoznina

P(a+1),P(a+2),...,P(a+1b)
je vonava. (IMO 2016 — 4)

Uloha 3. Kone¢nou mnozinu S bodti v roviné nazveme vyvdzZenou, jestlize pro
libovolné dva rtizné body A a B z S existuje v S takovy bod C, ze |AC| = |BC.

IKteré clovék ziska tfeba roénim poctivym fesenim néjakého dobrého m/Matematického kore-
spondené¢niho seminéaie.
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Mnozinu S nazveme stieduprostou, jestlize pro zadné tii rizné body A, BaC z S
neexistuje v § bod P takovy, ze |PA| = |PB| = |PC].
(i) Dokazte, ze pro kazdé p¥irozené ¢islo n > 3 existuje vyvazend mnozina ob-
sahujici pravé n bodu.
(ii) Urcete vSechna pFirozend ¢isla n > 3, pro néz existuje vyvazend stfeduprosta
mnozina obsahujici pravé n bodu.

(IMO 2015 — 1)

Uloha 4. Trojthelniku ABC je opsana kruznice § se stiedem O. P¥itom kruznice
T" se sttedem A protne tsecku BC' v bodech D a F takovych, ze body B, D, E a C
jsou rizné a lezi na primce BC' v tomto poradi. Kruznice I' a €2 se protinaji v bodech
F a G, pficemz body A, F, B, C a G lezi na kruznici v tomto potadi. Oznacme K
dalsi prisec¢ik kruznice opsané trojuhelniku BDF s tseCkou AB a L dalsi prisecéik
kruZnice opsané trojuhelniku CGFE s tseckou C'A. Predpokladejme déle, Ze piimky
FK a GL jsou ruzné a protinaji se v bodé X. Dokazte, ze bod X lezi na piimce
AO. (IMO 2015 — 4)

Uloha 5. Je dana rostouci posloupnost pfirozenjch éisel ag < a; < ap ... Dokazte,
Ze existuje pravé jedno n > 1 spliujici
< apt+ar+as+---+ay

a < Apai-
n n n—+

(IMO 2014 — 1)

Uloha 6. Na strané BC daného ostrotihlého trojtihelniku ABC lezi body P a
Q tak, ze |[<PAB| = |<BCA| a |[<CAQ)| = |[<ABC|. Body M a N lezi po fadé na
primkéch AP a AQ), pfi¢emz bod P je stiedem tsecky AM a bod @ je stfedem tsecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a C'N se protinaji na kruznici opsané trojihelniku
ABC. (IMO 2014 — 4)

Uloha 7. Dokaite, Ze pro libovolnou dvojici kladnych celjch éisel k a n existuje k
kladngch celych ¢isel my, ma, ..., my (ne nutné riznych) takovych, ze

2k _ 1 1 1
1+ =(1+—)---(14+—].
n mi mg

Uloha 8. Bud ABC ostrouhly trojihelnik s priseéikem v§sek H a nechf W je

bod na strané BC (W # B, W # C). Ozna¢me M, resp. N patu vysky z bodu B,

resp. z bodu C. Oznacme déle w; kruznici opsanou trojihelniku BW N a necht X

je bod na této kruznici takovy, ze isecka W X je primérem kruznice w;. Analogicky

definujeme kruznici wy opsanou trojuhelniku CW M a bod Y na ni, aby WY byl

pramér wy. Dokazte, Ze body X, Y a H lezi na pfimce. (IMO 2013 — 4)
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Uloha 9. Je déan trojahelnik ABC. Necht J je st¥ed kruznice pfipsané ke strané
BC' a necht M je bod jejiho dotyku s touto stranou. Déle necht K a L znadi po
fadé body dotyku této kruznice s pfimkami AB a AC. Pruseéik pfimek LM a BJ
ozna¢me F' a prusecik pfimek KM a CJ pak G. Déle necht S je priisecik pfimek AF
a BC a koneéné necht T je prusecik pfimek AG a BC. Dokazte, ze M je stfedem
usecky ST. (IMO 2012 - 1)

Uloha 10. Najdéte vSechny funkce f : Z — Z, pro které plati rovnost

F@)® + £(5)% + f(e)* = 2f(a) F(b) + 2 (b) f(c) + 2 () f(a)
pro libovolné celé a, b, ¢ splitujici a + b+ ¢ = 0. (IMO 2012 — 4)

Uloha 11. Pro libovolnou mnozinu A = {ay,as,as,as} étyt (po dvou riiznych)
prirozenych éisel oznacme s, soudet a; + ag + a3 + a4. Déle necht ny znaci pocet
dvojic (¢,7), kde 1 < i < j <4 aa;+a; déli s4. Uréete vechny étyfprvkové mnoziny
A ptirozenych éisel, pro které je hodnota n 4 nejvétsi mozna. (IMO 2011 - 1)

Uloha 12. Necht n je celé kladné &islo. Mame dany rovnoramenné vahy a n + 1
zévazi o hmotnostech 20,2, ...,2". V n krocich mame na vahy postupné po jednom
umistit vSechna zavazi. Kazdy z krokt spociva ve vybéru jednoho ze zavazi, které
jesté neni na vahach, a jeho umisténi bud na levou, nebo na pravou misku vah tak,

aby obsah pravé misky nebyl nikdy tézsi nez obsah levé. Kolik rtznych posloupnosti
takovychto n kroki existuje? (IMO 2011 - 4)

Uloha 13. Uréete viechny funkce f : R — R spliujici f(|z]y) = f(z) [ f(y)] pro
libovolnd redlna z, y. (IMO 2010 - 1)

Uloha 14. Nechf bod P lezi uvnitt trojuhelniku ABC. P¥imky AP, BP a CP
protinaji kruznici I opsanou trojihelniku ABC po fadé v bodech K, L a M (rtznych
od A, B, C). Te¢na ke kruznici I v bodé C protind piimku AB v bodé S. Dokazte,
ze pokud maji tse¢ky SC a SP stejnou délku, pak jsou stejné dlouhé i usecky M K
a ML. (IMO 2010 — 4)

Co jsme se o nejleh¢ich tlohach z IMO tedy dozvédéli? Autora napadé naptiklad
toto:
(i) Jedna z tloh 1 (mod 3) byva geometrie fesitelnd tthlenim (p¥ipadné moc-

nosti, coz je ale skoro to samé), které ale mize byt trochu zéludné,

(ii) pokud se na téchto pozicich objevi funkcionalni rovnice, mélo by stacil pie-
myslet a dosazovat,

(iii) je-li v zadani pfirozené ¢islo, je dobré zvazit indukci,

(iv) pokud se na téchto pozicich objevi néjaka teorie ¢isel, méli bychom si vystacit
s délitelnosti a odhodlanim to dopocitat.
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A nakonec rada pusobici v tomto kontextu moznd zvlastné, rada obecné platna
pro matematické (a podobné) soutéze: at uz se zadavatelé snazi sefadit ilohy podle
obtiznosti jakkoliv, nikdy se toto poradi nemusi pfesné shodovat s vasimi zkuse-
nostmi a schopnostmi, takze se nikdy nesnazte vyresit prvni tlohu za kazdou cenu,
pokud jste ostatnim vénovali zatim jen minimum c¢asu.

Navody

1. Lépe popiste divné definované body D, E a X. Podivejte se misto pfimek jen
na usecky BD, FX a M FE a zjistéte, co o nich plati. Jak se d4 dokézat, ze tii pfimky
prochézi jednim bodem?

2. Jaka prvocisla mohou ,soudélit“ dana ¢isla? Pouzijte Eukliduv algoritmus. Na-
jdéte nejmensi b, pro které jdou délitelnosti vici zminénym prvocislim nakombino-
vat? Jaké tvrzeni umoznuje predepisovat zbytky?

3. Konstrukee v i) i v ii) je snadnd. Pro zbytek ii) vyrobte tplny graf na S a kazdou
hranu obarvéte barvou odpovidajici ,stiedu” jejich krajnich vrcholi. Co musi pro
toto obarveni platit?

4. Vythlete, ze XFG je rovnoramenny.

5. Prostiedni ¢len je primér a néco malo navic. Zkuste v nerovnostech toto néco
malo osamostatnit a uvazte posloupnost b,, := (a, —a1)+ (ap —az2)+- -+ (an —an).

6. Dokreslete sttedy AB a AC a téZnicemi vyrobte podobné trojihelniky.
7. Indukce podle k s rozebranim podle parity n.

8. Dokreslete druhy prusecik P (existuje?) kruznic w; a wo a dokazte, ze A lezi na
jejich chordale PW. Déle dokreslete kruznici nad pramérem AH.

9. Dokaite, Ze ¢tyftahelnik AFJL je tétivovy.

10. Vypocitejte f(0), zvolte f(1) a indukei dopoéitejte vSechny zbylé hodnoty.
11. Ukazte, ze musi byt na < 4 a najdéte feseni.

12. Hodil by se rekurentni vztah. Pouzijte vztahu 2% > 142+ ... 4 2F71,

13. Staci dosazovat.

14. 7 mocnosti je SP teéna opsané ABP. Z toho pomoci tsekovych thli mame
KL | SP. Dokreslete stfed O kruznice I' a z OC L C'S vyvodte SP 1. OM.
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