Hyperdisla

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Obcas je uzitecné pridat k ¢islim nekonec¢no. Jenze kdyz pridame jenom
jedno, budeme mit problém s vyrazy jako 14 co — co. V tomto prispévku to vyfesime
tim, ze pridame nekonecen vic. Pf¥idame jich dokonce tolik, Ze vibec nebude poznat,
ze jsme né€jaka pridali. Na zavér se podivame na pouziti takovych cisel.

Pro zacatek trocha teorie

Vsechny podmnoziny mnoziny pfirozenych ¢isel N si rozdélime do dvou skupin: na
dobré (zapiSeme °°) a Spatné (zapiseme *2). NepopiSeme sice presné, které mnoziny
budou které, ale udélame to tak, aby pro libovolné mnoziny A, B C N a libovolné

¢islo n € N platilo:

A & (N\ A2 neboli A2 = (N\ A4
(A2 ANBDA)= B2 (A2 ABCA)= B2
(A2 AB2)=(ANnB)2° (A2 AB2%)=(AuB)22

{n}>2

Pokud by ¢tenare zajimalo, pro¢ je mozné mnoziny takto rozdélit, doporucuji si
zjistit néco o takzvanych ultrafiltrech.

A jdeme na véc

Definice. Pfirozenym hypercislem rozumime libovolnou posloupnost prirozenych
¢isel (an)S2 ;. Analogicky mizeme definovat realnd hypercisla. Dvé hyperéisla a, b
povazujeme za stejnd, pokud se shoduji na dobré mnozing, ¢ili {i : a; = b;}2°.
Funkce (napfiklad séitani, nasobeni) hypercisel definujeme po slozkéich. Standardni
¢isla ztotoznujeme s konstantni posloupnosti daného ¢isla, ostatni hypercisla nazy-

vame nestandardni.
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Hypercisla se chovaji stejné jako standardni Cisla

K pochopeni tohoto neforméalniho tvrzeni je tfeba se seznamit s nékolika zakladnimi
pojmy z matematické logiky, které si intuitivné vysvétlime.

Definice. Formuli rozumime koneény syntakticky korektni zapis, ktery je mozné
brat jako logicky celek v tom smyslu, Ze jednotlivé formule je mozné spojovat lo-
gickymi spojkami. Tedy napfiklad 1 + 1 neni formule, ale 1 + 1 = 3 uz je formule.
Formule miize obsahovat
(i) funkéni symboly +, —, -, ...,

) rovnitka =,
(iii) logické spojky A,V,=,...,
(iv) kvantifikitory V, 3,
) proménné a, b, z1,. ..,

(vi) konstanty 0,1,2,...
Ne vSechny proménné pfitom musi byt kvantifikovany.

Priklad. Formulemi tedy mohou byt naptiklad
x=4, a-a+b-b=c-¢, Tx(y==x-2),

VaIVeVd(c-d=a+b= (c=1Vd=1)).

Formule je jen jakysi formalni zapis, ktery sim o sobé nic neznamena. Smysl
dostane v okamziku, kdy zvolime takzvanou strukturu. To je mnozina, pfes kterou
chidpeme kvantifikace, a kterd ma navic definované vyznamy funkénich symbola.
Piikladem struktury jsou tieba standardni pfirozend ¢isla N. Jinou strukturou jsou
pak naptiklad pfirozend hypercisla, ktera budeme znacit N*.

V okamziku, kdy navic pfitadime vSem nekvantifikovanym proménnym ve formuli
dany prvek struktury, mizeme hovofit o pravdivostni hodnoté. Skutecnost, ze for-
mule @ plati ve struktuife A p¥i ohodnoceni nekvantifikovanych proménnych prvky

a',a?,...,a" € A, zapisujeme

AEpla', ... a"].

Nyni mtzeme formulovat kyZené tvrzeni mnohem piesnéji.
Véta. Méjme hypercisla a',a?,...a* € N* a formuli ¢ o k nekvantifikovanych

proménnych. Pak

N*)zgo[al,aQ,...,ak] = {i:N)zga[a},a?,...,a’?] e

(2

Specialné, ma-li ¢ vSechny proménné kvantifikované, ma v N i v N* stejnou pravdi-
vostni hodnotu.
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PouZiti nekonecnych cisel

Nestandardni pfirozena hypercisla jsou vétsi nez jakékoli standardni prirozené ¢islo.
To nam umoznuje nékteré nekoneéné mnoziny povazovat za konecné.

Uloha. Pomoci dané koneéné sady kone¢né velkych dlazdicek umime pokryt li-
bovolné velky étverec (dlazdicky se nepfekryvaji, ale miZou vycéuhovat ze ¢tverce).
Dokazte, ze pak umime pokryt celou rovinu.

Uloha. Z dané nekone¢né mnoziny mié¢ti umime kazdou koneénou podmnozinu
vtésnat do jednotkové krychle. Dokazte, ze pak je umime do jednotkové krychle
vtésnat vSechny.

Uloha. (Z nekoneéné Ramseyovy véty plyne kone¢éna.) Jsou dédna pfirozena ¢isla b,
k a nekone¢ny graf. Kazdému kone¢nému podgrafu umime obarvit hrany b barvami
tak, aby nevznikla zadné jednobarevna klika (tplny podgraf) velikosti k. Dokazte,
ze pak je mozné obarvit vSechny hrany b barvami bez kliky na k vrcholech.

Drobet nestandardni analyzy

Definice. Rikame, Ze reilné hyperéislo je nekonecné malé, pokud jeho absolutni
hodnota je mensi nez vsechna standardni kladna realna cisla. Je-li rozdil dvou real-
nych hypercisel a — b nekone¢né maly, fikame, Ze se tato dvé Cisla priblizné rovnaji,
a znaCime a = b.

Definice. Redlna ¢isla (na rozdil napiiklad od racionalnich) jsou dplnd. To zna-
mend, Ze ke kazdému redlnému hypercislu € R*, které neni nekone¢né velké (tedy
dn € N: |z| < n), umime najit standardni realné &islo st(x) € R takové, ze z = st(z).
Definice. Rikame, 7e funkce f:R — R je spojita, pokud pro libovolné x € R a
y € R* takové, Ze y = z, plati i f(y) = f(x).

Definice. Rikame, Ze funkce f:R — R je stejnomérné spojita, pokud pro libovol-
nou dvojici redlnych hyperéisel z,y € R* plati z =y = f(z) = f(y).

Uloha. (Bolzanova véta) Spojita funkce f nékde nabyva zdporné hodnoty, nékde
jinde kladné. Dokazte, ze nékde nabyva nuly.

Uloha. (Weierstrassova véta) Dokazte, Ze spojita funkce na uzavieném intervalu
nabyva maximalni hodnoty.

Uloha. Jsou dany dvé funkce f, g: R? — R splitujici pro libovolné realné z z inter-
valu (0; 1)
f(z,0) <0, g¢(0,z) <0, f(z,1)>0, g(1,z)>0.

Dokazte, ze pak existuji redlnd ¢isla z, y takova, ze f(z,y) = g(x,y) = 0.
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