Uvod

Téma hybani s body je netradi¢ni, prakticky se nepfednasi. Je o technice, diky které muzete geometrické tlohy
jak Tesit, tak na slozitd feseni prijit. Hybani bodu a limitni pfipady poskytuji neobycejné silny nastroj, ktery funguje
zhruba na tfetinu vSech tézsich geometrickych tiloh, coz uz néco znamena. Také se da rovnou fict, ze hybani prakticky
nefunguje na konstrukéni Gilohy a na tlohy, kde je pozice bodti jasné urcena. Potiebujete tedy aspon ¢astec¢nou volnost.
Pokud chcete byt vice motivovani naucit se tuto metodu, zkuste nejprve sami vyresit priklad 21. a poté si proctéte
vzorové feseni.

Jak pracovat s timto textem

Text je koncipovan tak, aby pokud mozno co nejlépe objasnil vyhody a samotnou techniku posouvani bodi a
zaroven ji naucil ¢tenare pouzivat.

Pro lepsi zaziti doporucuji k textu pristupovat aktivné. Nejprve zkusit pfiklady fesit bez pomoci, pak vyuzivat
hintd a na vzorova feseni se divat az nakonec. A Uplné nejdiiv zkuste samoziejmé na tiech podrobné zdivodnénych
prikladech techniku pochopit a v oddilu leh€i trénink patfiéné osvézit.
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Cviceni s jednoduchymi pohyby

V prikladech budeme ve slozitych situacich hybat né€kolika body naraz, proto si nejprve nacvicime hybani na
uziteénych hybacich minitilozkach. Jejich feseni najdete v ndvodech ke cvicenim.

Cviceni 1. Na zahtati: v bodech A a B v roviné se stejnou thlovou rychlosti (a stejnym smérem) ot4ci dvé
nerovnobézné primky. Jak se pohybuje jejich prisecik?

Cviceni 2. Po ramenech pravého thlu klouzou konce zapalky, jak se pohybuje jeji stied?

Cviceni 3. Jsou dany pfimky p, ¢, na nich pevné body P, Q a dale rovnomérné se pohybujici bod R po pfimce p.
Jak se v zavislosti na pohybu bodu R pohybuje druhy prisecik S kruZznice opsané APQR a pfimky ¢?

Cviceni 4. Je déna kruznice a na ni tétiva UV. Pohybuje-li se rovnomérné bod W po oblouku z bodu U do V,
jak se pohybuje stfed vepsané kruznice AUV W?

Cviceni 5. Uvnitf kruznice se kotila dvakrat mensi kruznice, na niz lezi bod A. Jak se pohybuje bod A?

Cviceni 6. Vedle sebe stoji dvoje stejné hodiny, akordt jedny jdou o ¢tvrthodinu napied. Jak se pohybuje stied
spojnice konci velkych rucicek?

Cvi€eni 7. Po dvou kruznicich obihaji stejnou thlovou rychlosti body M, N (kazdy po jedné, zacdtek pohybu je
v obecné poloze). Co opisuje bod X tuse¢ky M N, pro ktery |M X | =2|NX]|?

Cviceni 8. Dvé kruznice se protinaji v bodech C' a D. Bodem C se otac¢i pfimka, ktera protina kruznice v dalsich
bodech F a F. Jakou mnozinu opisuje stied tusecky EF'?

Cviceni 9. Dveé kruZnice se protinaji v bodech C' a D. Bodem C' se ota¢i pfimka, ktera protina kruznice v dalsich
bodech E a F'. Jestlize EF'G tvofi rovnostranny trojuhelnik, jak se pohybuje bod G?



Vysvétleni techniky pohybi

Nasleduji ¢tyti kroky, jejichz osnova muze pfi feSeni tloh hybanim pomoci. Az si feSenim vypracujete cit pro
pohyb, nebude zadna osnova potieba. K pochopeni na zacatku je vSak esencialni.

(i)
(i)

(i)
(iv)

Nejprve vyfesime jednoduché specidlni piipady (specidlni poloha bodu, rovnostranny trojihelnik, vhodné po-
staveni ostatnich bodi, symetricka pozice, atd.)

Zkousime, po jakych mnozinach se da s body hybat tak, aby se zachovalo zadani a pohlo se co nejméné bodi
nebo vzdalenosti. Pfitom si v§imame vlastnosti pozice boda v tloze.

Po nalezeni vhodného pohybu vyfesime limitni (krajni) pfipady.

Pokusime se zavér zobecnit do ,,pohnuté“ pozice.

Osnovu si rovnou zazijeme na pfikladech, aby se obecné poucky promeénily v ¢iny. Za¢neme velmi jednoduchym.

Priklad. DokazZte, Ze pro libovolny vnitini bod P rovnostranného trojuhelniku ABC je soucet jeho vzdalenosti od
stran stejny.

Reseni. Postupujme podle navodu.

(i)

(iv)

Specialni poloha je napi. na hranici trojuhelniku nebo ve vrcholu. A¢ zaddni mluvi jen o vnitinich bodech,
vyTeSeni pro cely trojuhelnik obsahne i feseni zadané tilohy. Posazeni do vrcholu nam fekne, ze soucet vzdalenosti
musi byt roven velikosti vysky v.

P1i obecném pohybu bodu P se méni vSechny tii vzdalenosti. Pfi pohybu rovnobézném s néjakou stranou se
méni jen dvé, to bude hledany pohyb.

Nejkrajnéjsi pripad je vrchol trojuhelniku. Dalsimi krajnimi pfipady jsou strany. Pohybujme nyni s bodem P
rovnomeérné z A do B. Vzdélenost P od AC se tak rovnomérné zvétsuje z 0 na v. Vzdélenost P od BC se
naopak rovnomérné pii pohybu zmensuje z v na 0 v krajnich bodech. Uz toto by témeér stacilo jako dikaz.
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Obr. Ia

Ve skutecnosti je potfeba dokazat to lip, ale hybani nam feklo jak: v zévislosti na délce AP se pomoci cosinu
vyjadii vzdalenosti od stran a diky tomu, ze se rovnomeérné zvétsuji a zmensuji pfi pohybu, dopfedu vime, ze
bude postup fungovat, tj. soucet téchto vzdalenosti vyjde konstantni.

Pohyb rovnobé&Zny se stranou si predstavme jako pohyb po strané trojuhelniku A’B’C, ke kterému je pFilepeno
ABB'A’. Béhem pohybu se vzdilenost P od AB neméni, takze se diky vysledku v AA’B’C' neméni soucet
vzdalenosti ani v celém AABC.

C
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Obr. Ib

Priklad. Bud M libovolny bod pfepony AB pravoihlého trojihelniku ABC. Oznaéme S stied AB, a dale Sy, So
stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim ACM, BCM. Dokazte, Ze S, S1, S2, M, C lezi na jedné kruznici. Pro které
M m3 tato kruznice nejmensi polomér? (MO 56-1I-3)
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Obr. Ila

Reseni. Opét zkusme jet podle nadvodu. Piedtim jesté oznaéme P; priseéik kolmice na pieponu vedenou bodem A
s osou strany AC' a analogicky P» prusecik kolmice na pfeponu vedenou bodem B s osou strany BC.
(i) Specifickymi polohami jsou M = [pata vysky z C], M = A, M = B, M = S. Pomoci pravych hld se v nich
lehko ukéze platnost tvrzeni. Na obrazcich vidite prvni dva pfipady.

Obr. IIb Obr. Ilc
(ii) Tady nemusime Fesit jak hybat — je jasné, Ze rovnomérné bodem M po preponé. Pfi tomto pohybu je dobré,
Ze se rovnomeérné hybou i body S1, S2. Bod S; je totiz prunik osy tsecky M A a osy strany AC. Osa tsecky
M A se pohybuje polovi¢ni rychlosti jako bod M, a diky tomu se rovnomérné pohybuje i S7 (kdybychom chtéli
byt presni, fekli bychom, Ze existuje linedrni zavislost, kterou jde lehce vyjadfit, ale nejlépe ji uvidime pomoci
hybani).

Obr. IId

(iii) Pro krajni polohu M = A plati S; = P; a S2 = S, pro druhou krajni polohu M = B je S; = S a Sy = P,. Obé
tyto pozice bodu M spliuji trivialné zadani tlohy a navic jsou pocatecni a koncovou pozici pohybu bodu M.

(iv) Zvolme né&jakou obecnou polohu bodu M. Pfedchozi hybani nds navadi bud na spirdlni podobnost (asecky
AB a P1S siis pohyby bodd M a S; odpovidaji ve spiralni podobnosti se stfedem v C) nebo na vSimnuti
odpovidajiciho si ménéni thla BMC a SS,C.
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Podobnost AABC ~ AP, SC dostaneme velice rychle. Z vlastnosti vzajemné odpovidajicitho pohybu bodu
M a Sy mame |AM|: |MB| = |P1S1| : |S1S|, coz dava rovnost thla BMC, SS;C vyznacenych na obrazku Ile.
Rovnost zminénych thla je ekvivalentni s tim, ze S, M, S7, C lezi na kruZnici. Analogicky se ukaze, Ze na téze
kruznici lezi i bod S2, ¢imz je uloha vyfeSena.

Priklad. Je dan tétivovy étyfthelnik ABC D, v ném stied L kruznice vepsané trojuhelniku ABC a stied M kruznice
vepsané trojuhelniku DBC'. Ozna¢me [ pfimku kolmou na AC' prochézejici bodem L, ddle m pfimku kolmou na BD
prochéazejici bodem M a nakonec R priseéik pfimek [ a m. Dokazte, Ze je AM LR rovnoramenny. (MO 56-II1-2)

Obr. IlTa

Reseni. Ozna¢me jesté P priisecik thlopiicek a I stfed vepsané trojuhelniku PBC. DAl postupujme podle navodu.

(i) V pripadé symetrické pozice se FeSeni nahlédne ze symetrie, coz se bohuzel nebude dat rozsitit do obecné pozice
... tady tentokrat nepochodime.

(ii)-(iii) Hybani je v této tloze slozité&jsi. Nabizi se hybani bodem A po kruznici (aby ABCD zistal tétivovy), ale pfi
ném se hybou dilezité body L a R ptili§ rozdilng. Proto (pfed¢asné) uz v kroku (ii) nahlédnéme limitni pozici
degenerovaného pripadu A = D = P. V ni nastane zarovenn L = M = R = I. A ted s ni zkusme néjak pohnout,
aby se body pohybovaly ,hezky“. Tim hezkym pohybem je ponechani pevného trojuhelniku PBC a otaceni
s polopfimkami — BA a — CD stejnou thlovou rychlosti, ale opa¢nym smérem. Pfi tomto pohybu zistava
ABCD tétivovy a body L a M se pohybuji navzajem odpovidajicim zptusobem po pevnych osich thla PCB a
PBC. Diky tomu bude mit tsecka LM stéle stejny smér (a v kombinaci se stéle stejnym smérem piimek m a [
posléze obdrzime Feseni).

Obr. IIIb

To uz je hledany hezky pohyb, ktery doresime v nasledujicim bodu.

(iv) Podle véty wu jsou trojuhelniky BIL a CIM podobné, takze pomér |LI| : |MI| = |BI| : |CI| je pfi pohybu
konstantni, coz znamené, ze piimka LM ma pii naSem pohybu poiad stejny smér. Zbyva dokéazat, Ze je to pro
rovnoramennost trojuhelniku LM R ten spravny smér — smér svirajici se zadanymi kolmicemi [ a m stejny thel;
smér kolmic [, m se totiz neméni, jsou uréeny piimkami AC a BD. Vlastné sta¢i dokdzat, ze LM 1 PI (PI je
totiz osou thlu BPC' a svird s pfimkami [ a m stejny thel). A LM 1 PI uz dostaneme po kratkém pocitani thlt
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(nejd¥ive spoétenim thlu pfimek LM a BC — pies t&tivovy ¢tyfihelnik BCM L, poté thlu piimek BC a PI —
vyuzitim faktu, ze PI je osou uhlu).

Shrnuti techniky

Pii feSeni tloh hybanim si vSimejte degenerovanych pripadua, krajnich poloh a specialnich pripadu.
Kdyz se vdm budou zd4t jasné (Ze v nich zadéni skoro ziejmé plati), tak s nimi zkuste n&jakym zptisobem pohnout,
aby se body hybaly ,hezky“ a abyste dostali vSechny obecné pripady, na které se tloha vztahuje.

Taky pamatujte, Ze samotné hybani ¢asto nic nedokazuje. Ale v naprosté vétsiné pripada vam da névod, jak
pomoci poméri, podobnosti, posunuti, krajnich pfipadd nebo néjakych invariantnich vlastnosti tilohu fesit.

Leh¢i Trénink
V nasledujicich tlohach si trénujte cit pro nalezeni a pochopeni pohybu a jeho vyuziti. Spi§ neZ na samostatné
feSeni se soustfedte na dikladné zdavodnéni, Ze vam pohyb poskytnuty v nédvodu uz déva feSeni nebo myslenku
TeSeni.
Priklad 1. V rovnostranném trojuhelniku PQR je uvniti bod X. Z néj vedou na strany p, q a r kolmice s patami
Xp, X4 a X,.. Dokazte, Ze soucet obsahii trojuhelnikt X PX,., XQX, a X RX, je polovina obsahu celého trojihelniku

PQR. (Myreg 2009)
Navod.

Obr. 1la Obr. 1b Obr. 1c

Priklad 2. Ve ¢étyfahelniku EFGH s prusecikem thlopficek P jsou trojuhelnikim EFP, FGP, GHP a HEP
vepsany kruznice. DokaZte, Ze jestlize jsou tyto kruznice shodné, tak je ¢tyfthelnik kosoétvercem. (PraSe 26-6-6)

Ndvod. Zacnéte ukazkou pileni se thlopfi¢ek (spojovanim bodi do étyfihelniku ze symetrické pozice) a pokradujte
kolmosti tthlopficek (sledovanim stejného obsahu trojuhelniki, stejnych polomérti vepsanych kruznic a vzrtstajictho

rozdilu v obvodu trojihelniki (vzpomeiite na vzorec S = o0 - 7).

Obr. 2a Obr. 2b

Priklad 3. ABC je trojihelnik s osami tthlt AD a BF. Piimky AD a BF protinaji pfimku rovnobéznou s AB
vedenou bodem C po fadé v bodech E, G. Z ptedpokladu |FG| = |DE| vyvodte |CA| = |CB|. (shortlist 1990/12.)

Ndvod. Zkoumejte vzajemnou zménu délek |F'G|, |DE| pii hybéni do symetrické polohy.



Obr. 3

Pfiklad 4. Jsou dany kruznice k1 a ko nad praméry AB a AC. Priseéikem D obou kruznic (D # A) je vedena
pfimka, ktera protind k1 podruhé v bodé X (X # D) a ko podruhé v bod8 Y (Y # D). Body M a M’ jsou po fadé
stiedy tsefek BC a XY. Ukazte, ze <AM'M je pravy thel. (PraSe 26-6-8)

Ndvod. Otacejte rovnomérné piimkou XY a zkoumejte pohyb bodu M’.

B
AT S I
Obr. 4a
Piiklad 5. Trojuhelnik ABC je ostrouhly s |[BC| > |AC|. Ozna¢me O stied opsané, H ortocentrum, F' patu vysky

z C. Pfimka kolma na FO vedend bodem F protind stranu AC v bodé P. Ukaizte, ze |[<FHP| = «. (shortlist
1996/12.)

Ndvod. Zacénéte v limitni poloze |BC| = |AC| a pohybujte se podle obrézku do limitni polohy P = C.
C

Obr. 5

Dalsi priklady vhodné na hybani s body
Pokud jesté porad nejste presvédéeni o sile prezentované metody, tak velmi doporucduji zkusit fesit priklady 14.
a 21. a poté si dikladné nastudovat vzorové feseni.

Lehké

Piiklad 6. Je ddna kruZnice k(S,r) a na ni body M, N takové, ze thel MSN je ostry. Libovolnym bodem X
mensiho z oblouktt M N vedme rovnobézku s piimkou M S a ozna¢me Y jeji prusecik s tseckou SN. Sestrojte takovy
bod X, pro ktery je obsah trojihelniku SXY maximélni. (MO 50-II-3)



Priklad 7. Ktery trojihelnik s jednotkovym obvodem mé nejvétsi obsah?

Piiklad 8. V rovnostranném trojihelniku K LM o obsahu S je libovolné bod N. Bud K’, L' a M’ body po fadé
na strandch KL, LM a MK takové, ze NK' || MK, NL' || KL a NM' || LM. Prtise¢iky os tiseCek NK', NL' a
N M’ tvoii vrcholy trojihelniku o obsahu T. Ukazte, ze S = 3T. (MO 55-1-2)

Pfiklad 9. Kruznice k1(S1,71) a ka(S2,72) se dotykaji v bodé T a je r1 < ro. Body A, B lezi po fadé na kruznicich
k1, ko tak, Ze je thel AT B pravy. Dokazte, Ze vSechny mozné pfimky AB prochézeni jednim bodem a najdéte mnozZinu
stiedt tsecky AB. (MO 57-11-2)

Priklad 10. Mgéjme tétivovy Ctyfahelnik ABCD takovy, ze AB je pramér kruznice opsané, O je stied AB, P je
prusec¢ik thlopficek a plati, ze |[<APB| = 2|<COD)|. Te¢ny v bodech C, D se protnou v dalsim bodé Q. S faktem,
7e |AB| = 2, uréete vzdalenost |OQ)|. (PraSe 26-6-5)

Priklad 11. Je dén rovnobéznik, jehoz strandm jsou z vnéjsku pfipsany ¢tverce. Ukazte, ze stfedy téchto ¢tvercu
tvori dalsi ¢tverec.

Priklad 12. Najdéte nejlepsi konstanty p, g takové, Ze nerovnost

a-+1p
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plati pro libovolny trojihelnik se stranami a, b a jim p¥islusnymi t&znicemi ¢,, tp. (MO 57-111-6)

Stfedni

Piiklad 13. Pro dané ¢islo n najdéte n-tuhelnik, ktery bude mit obvod 1 a co nejvétsi obsah. (Zajimavy zndmy
priklad)

Priklad 14. V konvexnim ¢tyfihelniku ABCD jsou uhlopficky stejné dlouhé. Ukazte, Ze pokud vné kazdé strané
pfipiSeme rovnostranny trojihelnik, tak jsou spojnice prot&jsich stiedt téchto trojihelniki na sebe kolmé. (shortlist
1992/5.)

Priklad 15. V nerovnoramenném trojuhelniku TUV jsou na strandch UV, TV po fadé body P, Q tak, Ze je
Ctyiuhelnik TU PQ tétivovy. Pricky TP a U(Q se protinaji v bodé X. Dokazte, Ze lezi-li bod X na vysce z bodu V,
tak je uz nutné ortocentrem trojihelniku TUV. (MO 56-II1-5)

Priklad 16. Ukazte, Ze existuje koneénéd mnozina bodi M roviné takové, Ze pro libovolny bod P z M existuje
pravé 2009 bodt mnoziny M, které maji od P vzdalenost 1. (shortlist 1993/1.)

Pfiklad 17. Bud S bod na strané AB v ostroihlém trojuhelniku ABC a dile X, Y po fadé stfedy kruznic
opsanych trojuhelnikim ASC a BSC'. Najdéte polohu bodu S, pro niz bude mit trojahelnik SXY minimélni obsah.
(MO 52-11-2)

Piiklad 18. Rikdme, Ze kruznice k puli kruznici I, pokud ji protind v priiméru. Jsou dany tii kruznice k4, kg,
ko se stredy A, B, C. Ukazte, ze body A, B, C lezi na pfimce, pravé kdyZ neexistuje jednoznac¢na kruZnice, ktera
puli vSechny tii kruznice ka, kp, kc. Déle ukazte, ze pokud je vice pulicich kruznic, tak vSechny prochézeji jistymi
dvéma body. (shortlist nékde kolem 1991)

Tézsi

Priklad 19. Jsou ddny rovnobézné piimky p, ¢ a nékde mezi nimi bod A. Bod P se pohybuje po p a bod @ po
q tak, ze thel PAQ zlistava konstantni. UkaZte, ze v roviné existuje jesté jeden bod A’, pro ktery se tthel PA'Q
neméni. (Pepa 2009)

Priklad 20. Je dén konvexni étyfuhelnik ABCD s obvyklym znaéenim ahld «, 3,7, d. Polomér kruznice opsané
trojahelniku BC'D oznaéme R 4. Analogicky oznaéme Rp, Rc a Rp. Ukazte, ze R4 + Rc > Rp + Rp pravé kdyz
a+vy > B+ 4. (shortlist 1996/17.)

Priklad 21. Je dé4n trojthelnik DEF. Kruznice prochéazejici body E, F protina stranu DE v dal$im bodé F' a
stranu DF' v dal§im bodé E’. Bud H ortocentrum DEF a H' ortocentrum DE’F’. Ukazte, ze se pfimky FE’, F'F’
a HH' protinaji v jednom bodé&. (shortlist 1995/G8)



Navody ke cvic¢enim
Cviceni 1. Prusecik se pohybuje po kruznici prochézejici body A, B. Pfimky sviraji stale stejny thel, ¢imz se
podle véty o obvodovych thlech odtivodni, Ze je mnozinou kruznice. Navic se priisecik pohybuje porad se stejnou
thlovou rychlosti.

Cviceni 2. Stied zdpalky méa od vrcholu pravého tthlu porad vzdélenost ptil zédpalky, proto se pohybuje po kruznici
se stfedem ve vrcholu thlu a polomérem pil zapalky.

CviCeni 3. Vsechny tsecky RS vzniklé pohybem bodu R maji stejny smér (jsou navzijem rovnobézné). Plyne to z
|<<PSR|=180°— |<PQR| = konst. Tim paddem, pokud se R pohybuje rovnomérné po p, tak se pohybuje rovnomérné
i8S pog.

Cviceni 4. Uhel u stfedu vepsané je zavisly jen na thlu u protéjsiho vrcholu, ten je ale podle véty o obvodovjch
thlech potfad stejny. Takze se stied vepsané pohybuje po kruznicovém oblouku. Navic se pohybuje rovnomérne,
protoze se obé osy uhli rovnomérné otaci, a to polovi¢ni tthlovou rychlosti nez polopfimky UW a VIV.

Obr. Cv.4

Cviceni 5. Bod A vykonavéa slozeni dvou pohybti: pohyb po kotoulajici se kruznici, po které se rovnomérné otaci
dokola, a zaroven pohyb celé malé kruznice.

Obr. Cv.5

Tato dvé otaceni jsou po stejné velkych kruznicich, jsou stejné rychla, ale maji opacny smér. Ve vysledku se
vodorovny pohyb vyrusi a svisly se jakoby umocni. Bod A se tak pohybuje po priiméru kruznice (coz je tsecka), jako
by se otacel na kruznici kolmé k papiru a my se divali zhora.

CvicCeni 6. Predstavme si ruéicky jako stejné rychle se otécejici vektory.

Obr. Cv.6
Pii posunuti téchto vektort do spoleéného stfedu uprostied zistane jejich prumeér v = @ na stejném misté

jejich primér je poloha stiedu spojnice). Vektory se otaci stejné rychle, proto se vzdjemnd poloha trojice v1, v3, U
Je) b Jjep PO)J y ) ¥ ) P J b J )y V2,
neméni a ¥ mé porad stejnou délku a otaci se stejné rychle jako v1 a v3.

CviCeni 7. Cviceni se Fesi stejné jako v predeslé: posuneme vektory do stejného pisobisté (tentokrat je spoleéné
ptlisobisté ve dvou tfetinach spojnice stiedt). Hledany vektor ¢ = 27“%pf"itom zustane na misté a vSechny tii vektory
pfi rovnomérném pohybu opét zachovavaji formaci. Vektor v je tedy stale stejné velky a otaci se rovnomeérné stejnou
uhlovou rychlosti jako v a v3.
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Cviceni 8. Totéz jako predchozi, jen je potfeba si uvédomit, Ze se body pohybuji stejnou tthlovou rychlosti a Fesi
se to stejné jako predchozi dvé cviceni.

Cviceni 9. Pfi pohybu ztstavaji thly u F a u F stejné, proto jsou si vSechny trojuhelniky DFEF podobné.

Obr. Cv.9

Bod G je vzdy jednoznacéné uréen tisec¢kou EF (navic se zachovanim pomérti), takze je konstelace bodt D, E, F,
G potéd stejnd (vSechny étyithelniky DEFG jsou si podobné). Proto je tthel |[<EDG| = a i pomér |[ED|: |[DG| =a
pfi pohybu neménny. Z toho plyne, Ze vSechny pozice bodu G dostaneme otocenim kruznice k o thel a kolem bodu
D a zmenSenim v pomeéru a. Otaceni piimky DG je navic téZ rovnomérné stejnou thlovou rychlosti jako otaceni
pfimky C'E, proto se i G pohybuje po své kruznici rovnomérné.

Hinty k prfikladim
Pokud dlouho busite do tlohy, ale i tak nechcete vidét pfimo feseni, jsou tu pro vas hinty.
1. Vyfteste zvlast pro polohu X = X, a zvlast v PQQ’P’. 2. Hint nedorazil. 3. Chovani |AF| : |[FC|. 4. Spiralni
—_— —

podobnost (nebo vyuziti pohybu vektoria S1X a S2Y). 5. Rovnomérny pohyb PH, jako ve stejnolehlost riznych poloh
PH. 6. Konstantni strana, tthel. 7. Elipsa. 8. Krajni pripad. 9. Stejnolehlost. 10. C' — B. 11. Start z obdélniku. 12.
Degenerovany pripad; pfipady b > t, a t, > b. 13. Elipsa a potom spravné roziezat obsah. 14. Degenerovany zacatek,
spiralni podobnost. 15. Cevova véta. 16. Indukce. 17. Podobnost s ABC'. 18. Mocnost. 19. Bod A na ekvidistanté;
zobrazit @ na p, pak rodina kruznic opsanych PQ’A. 20. Chovani R4 + Rc — Rp — Rp; pfipady max{f3,d} < 90° a
max{(3,0} > 90°. 21. Pohyb priise¢ikem kolmo na osu <EDF; EE’, FF' rovnobézné.

Myslenky feSeni priklada
Pokud vas nebavi proplétani dlouhjmi feSenimi, jsou tu pro vas myslenky feSeni. Z nich byste méli pochopit, jak
se da tloha vytesit, aniz by se dlouze odtivodiovaly jednotlivé kroky.

Piiklad 1. Ulohu vyfesime nejdiiv pro limitni pifpad X = X,., ve kterém musi tvrzeni platit taky, a to skrze
vypocty obsahti v zavislosti na poloze X . Poté tilohu dofesime pro étytfthelnik PQQ'P’, ktery ,,pfilepime* k limitnimu
pripadu.

Priklad 2. Prakticky vse je popsdno v navodu. Pfedpokldadédme nerovnost tsekid tthlopficek a zobrazime horni
trojuhelnik ve stredové soumeérnosti se sttedem P. Hybanim pak v zdmeéru spojit rozpojené trojihelniky dojdeme ke
sporu (viz obrazek 2a). Pro kolmost se hybeme s bodem jako na obrézku 2b a s pfedpokladem zachovéni rovnosti
useki thlopiicek dojdeme ke sporu s vzorcem Sa = %r - 0).

Piiklad 3. Pfi naznadeném pohybu do symetrické polohy je |CF| : |FA| = |CB| : |BA| > |CA| : |BA| = |CD] :
|DBJ, takze je bod F vice vzdalen od pfimky GE nez bod D. Navic se thel FGC pii pohybu zvétsuje a thel DEC
se zmensuje. To d4 dohromady |FG| — |DE| > 0 béhem pohybu az do stavu |FG| = |DE| pii C = C'. Pro C # C’
tedy |FG| # |DE|.

Priklad 4. (Myslenka odlisnd od vzorového feSeni: pfes spirdlni podobnost)  VSechny trojahelniky AXY jsou si i
s polohou stfedu M’ podobné (to vyjde z obvodovych Ghld), a tak vSechny polohy bodu M’ dostaneme zobrazenim
vSech poloh bodu X v otodeni o konstantni thel X AM’ a zmenSenim s koeficientem %. Vysledkem poloh M’ je
kruZnice s primérem AM, a odtud plyne zavér.
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Piiklad 5. Limitni poloha |BC| = |AC|, kdy mimojiné P = A, spliiuje zaddni. P¥i rovhomérném pohybu bodu
B do findlni pozice, ve které je |[<BCA| = 90° a P = H = C, se P i H pohybuji rovnomérné, diky éemuz je PH
rovnobézna se svou vychozi polohou.

Piiklad 6. Uhel SY X i velikost strany SX trojthelniku SXY se pfi pohybu neméni. Nejvétsi trojihelnik se
zadanou stranou a zadanym protéjsim uhlem je rovnoramenny trojihelnik, a lehkym dopoctem zjistime, ze X musi
lezet na ose thlu M SN, z ¢ehoz plyne konstrukce.

Piiklad 7. Zafixujeme dva vrcholy a s tfetim hybeme po elipse (aby ztstaval obvod konstantni). Jediny trojihelnik,
jehoz obsah takto nemutzeme zvétsit, je rovnostranny. Tim padem je nejvetsi.

Priklad 8. Zkoumany trojuhelnik je téZ rovnostranny a pofdd stejné orientovany. P¥i pohybu rovnobézném s
néjakou stranou se jedna osa nehybe a prisecik zbylych dvou se pohybuje rovnobézné s onou nehybnou osou. Proto
se obsah neméni a staci vypocitat obsah v limitni poloze, coz je jednoduché.

Priklad 9. Pfi rovnomérném otaceni kolmych piimek AT a BT se rovnomérné a se stejnou thlovou rychlosti
pohybuji body A, B. Proto mtuzeme na sebe kruznice i kazdou polohou bodu zobrazit v jisté stejnolehlosti a jejim
stfedem prochézeji vSechny primky AB. Mnozinu stiedi AB najdeme zobrazenim jedné z kruznic v podobné vhodné
stejnolehlosti.

Priklad 10. Dopoéteme |[<CAD| = 1|<CPD| a pohybujeme rovnomérné celou tétivou CD (piimky AD, AC a

BD se pfitom otadi stejnou thlovou rychlosti, zachovavaji se thly). V krajni pozici pohybu je B = C' a tisekovy thel
hybané tétivy je roven |[<CPD| — 90°. To polozime do rovnosti s obvodovym thlem CAD a po drobném zpé&tném

dopoctu vyjde |[<COD| = 60°. Na zavér z predchoziho vypocitame |QO| = %

Priklad 11. Pro obdélnik tvrzeni zjevné plati, vybereme si jednu jeho pevnou stranu a zbytek zkosime. Vzhledem
k pevnému stfedu ¢tverce nad zvolenou pevnou stranou se sousedni dva st¥edy ¢tverci pohybuji stejné (jako by jeden
druhému z oka vypadl pfi otoceni o 90°), takze se pfi pohybu zachova pravothlost a stejné délky stran dokazovaného
Ctverce.

Priklad 12. P#i pfevraceni nerovnosti dostaneme ty samé nerovnosti na opac¢nych stranich, proto p = % a staci

uréit p. Degenerovany pripad B = C, ke kterému se lze s néjakym existujicim AABC libovolné pfiblizit, fika p < %.
Pro dtkaz p > i rozd€lime vSechny trojuhelniky do skupin b > ¢, a t, > b. Prvni skupinu trojihelniké vyfesime
pomoci trojihelnikové nerovnosti a + ¢, > %b a druhou pomoci nerovnosti t; > %ta.

Priklad 13. Nejprve pomoci hybani po elipse ukdzeme, Ze musi byt vSechny strany stejné dlouhé, a poté ukazeme,
ze ¢tyruhelnik se tfemi shodnymi stranami ma nejvétsi obsah, kdyz je symetricky, neboli kdyz jsou dva sousedni uhly
shodné. Pro cely n-thelnik to pak bude znamenat, ze musi mit vSechny strany i thly stejné velké, a to spliiuje jen
pravidelny n-tthelnik, ktery je tim padem nejvétsi.

Priklad 14. Limitni pfipad A = D je zfejmy ze symetrie. P¥i rovnomérném posouvani uhlopticky BD se rov-
nomérné posouvaji i stfedy pripsanych trojuhelniki, ty protéjsi vzdy stejné, takze se pohybuji rovnobézné. To se
zdtvodni pomoci spirdlni podobnosti. Diky vychozimu limitnimu p¥ipadu tvrzeni plati i pro vSechny obecné polohy.

Priklad 15. Vychozi pozice je ta, kde jsou P, @) paty vysek a X ortocentrum. Body P, @) hybeme rovnobé&zné

, p “ . N , luPl jvql e - . <
s vychozi polohou a pfitom sledujeme, ze se vyraz PV] " o1 monoténné zvétsuje/zmensuje. Nejsou tak splnény

podminky Cevovy véty, proto po hybani uz X nemize lezet na vysce z bodu V.

Priklad 16. Postupujeme indukci. Nejprve vezmeme dva body se vzdélenosti 1. Potom pfedpokladame, Ze mame
mnozinu My, ve které mé kazdy bod P presné k kamaradd vzdalenych 1. Mnozinu My, dostaneme sjednocenim
M, U Mj, kde M] je mnozina Mj, posunutd o 1 vhodnym smérem (takovym, Ze nevzniknou zadné dva nezadouci
body se vzdélenosti 1). Nevhodngch smért je jen koneéné mnoho a vSech sméru je nekonecéné, takze vhodny smér
urcité existuje. Nakonec vezmeme Maggg.

Priklad 17. Pomoci hybani ukdZeme, Ze je trojihelnik SXY podobny trojihelniku CAB. K tomu poslouZi vyteseni
krajnich poloh S = A a S = B, ur€eni pohybt bodu X, Y v zavislosti na S a pomoc dalSich podobnych trojuhelnikia.
Protoze je SXY podobny trojuhelniku CAB, je pro jeho obsah jasné uréujici vyska z bodu S na stranu XY, ktera
je polovinou spojnice SC. Usecka SC je nejmensi, kdyz je SC vyikou v trojihelniku ABC.

Priklad 18. Vezmeme kruZnice k4 a kp a k nim néjakou ptlici kruznici k. Pomoci mocnosti zdivodnime, Ze
pruseciky kruZnice k s pfimkou AB lezi i na vSech pohnutych kruznicich k. Pokud nejsou A, B, C na pfimce, tak je
pomoci nalezenych pevnych bodt ptlici kruznice jasné ur¢ena. Pokud jsou A, B, C na primce, tak bud pevné body
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pro rizné dvojice kruznic splynou (a existuje nekoneéné mnoho piilicich kruznic), nebo nesplynou, pulici kruznice
by musela prochazet aspon tfemi rtiznymi body na pfimce, coz nelze.

Priklad 19. Nejdiive vySetiime polohu bodu A na ekvidistanté. P¥i tom vezmeme bod Q' na p tak, aby bylo QQ’
kolmé na p¥imky p, ¢. Zjistime, ze kruznice opsané trojihelnikiim PAQ’ maji vSechny spole¢nou teénu ¢ v bodé A.
Ozna¢me Py = pNt. Pro vSechny body A’, pro které |PyA’| = |PyA|, plati, Ze kruznice opsané APA’'Q se dotykaji
piimky PyA’. Za A’ vezmeme druhy bod na ekvidistanté primek. Pron se thel PA’Q neméni. Zobecnéni pro obecny
bod A se provede posunutim pfimky g do obecné polohy a dalsi konstrukci, ktera je na dlouhé povidani — mrknéte
na vzorové feseni ;)

Priklad 20. Diky mozZnosti cyklického pfeznaceni staci ukazat implikaci «+~v > +6 = Ra+Rc— Rp—Rp.
Pro jeji dukaz zmenSujeme vyraz Ry + Rc — Rp — Rp na nulu pfi posunu bodu B. Pfi¢emz postupujeme dvoufazoveé:
pokud 3,5 < 90°, tak nejprve posuneme bod B po thlopfi¢ce na Thaletovu kruznici nad AC (a pfedtim pfeznacime
body tak, aby |<ACB| < 90°), potom, s pfezna¢enim takovym, aby platilo § > 90° a |[<ACB| < 90°, posuneme bod
B na kruznici opsanou trojihelniku ACD.

Priklad 21. Postavme trojihelnik DEF tak, aby byla osa <EDF svisle. Ted pohybujme prisec¢ikem piimek EE’
a F'F' vodorovné, pfiéemz zachovejme smér téchto pfimek. EF E’F’ bude stéle tétivovy a ortocentra H, H' se budou
pohybovat rovnomérné a téz vodorovné. Pro krajni polohy F' = F’ a E' = F je tloha trividlné splnéna, mezi nimi se
prisecik pfimky H H’ s trajektorii bodu G pohybuje rovnomérné a nutné tak splyva s bodem G. Hotovo.

Reseni priklada
Leh¢éi Trénink
Piiklad 1.

Ndznak teseni. Polozme |PQ| = 1. Bod X posufime na né&jakou stranu, ¢imz ndm zaniknou dva trojthelniky, ale
protoze je celé posouvani spojité bez zlomu, bude trvzeni platit i pro limitni pfipad. D4l si polozime |PX,| = a a
vyjadiime obsahy obou zbylych trojihelnikii. Porovnanim obsahti se zjisti, Ze tvrzeni pro limitni pfipad plati. Poté
si k dokdzanému limitnimu pfipadu pfiddme jakoby ,odFiznutou® éast trojihelniku (aby byl X uprostfed v obecné
poloze). Ted stadi ukdzat tvrzeni zv14st pro ,odfiznutou” ¢ast, a to uz je kterymkoli zptisobem snadné.

Priklad 2.

Re$eni. Vezmé&me horni piilku vyhovujiciho étyithelniku a s stiedové soumérné se stfedem P ji zobrazme jako na
obrazku 2a u navodu. Kruznice se tak zobrazi na sebe navzajem a pokud byly tseky thlopficek rtzné dlouhé, tak
se nam ctyithelnik nespoji. Dale posunujeme zobrazenym bodem tak, abychom ho spojili s nezobrazenym. Posunuji
se tim i dalsi dva body, oba jsou vzdy jednozna¢né urceny. A jak je vidét na obrazku, bod na druhé strané putuje
opac¢nym smérem, nez by mél, takze se timto zptisobem nikdy nevytvori celistvy ptivodni ¢tyithelnik, coz by se stalo,
pokud by pfedtim existoval. To je spor a pro useky uhlopficek plati |[PE| = |PG| a analogicky |PF| = |PH|.

Pro dtikaz kolmosti ihlopiicek vychazejme z kolmé pozice a zkonstruovaného ctyituhelniku. Piedpokladejme pohyb
pfimky jako na obrdzku 2b u nédvodu, navic (pro spor) s vlastnosti, Ze se zachovava jiz dokédzané ptleni Ghlopticek.
Polomér kruznic se neméni, obsah zkoumanych trojihelnikt se méni, ale je u obou podle vztahu Sa = %u -v - sina
stejny (u, v jsou useky thlopticek). Podle vztahu pro obsah a obvod S = %r - 0 maji oba trojuhelniky stéle stejny i
obvod, coz ale diky rozdilnému stfedovému tithlu u thlopficek neni mozné. Spor.

Priklad 3.

Reseni. Pfi pohybu bodu C doprava jako na obrazku 3 (do rovnoramenné polohy) je |CF|: |FA| = |CB| : |BA| >
|CA|: |BA| = |CD| : |DB], takze je bod F vice vzdalen od pfimky GE nez bod D. Navic se tthel FGC' pfi pohybu
zvétsuje a thel DEC se zmenSuje, proto se vyraz i <le yorel pii pohybu zmensuje, az dosdhne nuly v

1
sin[<FGC| ~ sin
rovnoramenné pozici C = C’.
Oznacime-li f vzdalenost F od GFE a d vzdélenost D od GE, tak ze vztaht |FG| = m a|DE| = m
pomoci nerovnosti f > d a Sin|<[1FGC‘ > sin|<tlDEC| dostaneme |F'G| > |DE| béhem pohybu, pfi¢emz rovnost |[FG| =
|DE| nastane az pro C = C’. Proto plati |F'G| = |DE| jen za podminky |CA| = |CB].

Priklad 4.

V . . —_— — - —_— ;
Reseni. Ozna¢me S stied S153. Vyznaéme si vektory & = S1X, ¥ = S2Y a m’ = SM'. Pro tyto vektory plati
4y

o
m—2.
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Obr. 4b Obr. 4c
Posurime si vektory do stejného ptisobisté v S, tim se nic na vztahu m = i%ﬂ nezmeéni. Trojice vektori udrzuje
pfi pohybu pofad stejné rozestaveni, protoze se £ a i pohybuji stejnou tthlovou rychlosti, a protoZe tyto dva vektory
linearné urcuji podle predchoziho vztahu vektor m’. 1 vektor m/ se tedy otaci stejnou tthlovou rychlosti, takze se bod
M’ pohybuje po kruznici. Ve specidlni pozici X = B, Y = C, M = M’ lezi navic naSe vektory na pfimkach AB, AC
a AM. Vektor m’ tvoii v této poloze polovinu usecky AM, proto je AM prumérem kruznice, po které se pohybuje
M'. A thel AM'M je tedy v ostatnich polohéch pravy.

Priklad 5.

Ndznak tesent. Sledujte zaroveii obrazek 5. V limitni poloze |BC| = |AC| tvrzeni plati (jednoduchym dopo¢itdnim
1hlt). Pohybujeme rovnomérné bodem B po piimce AF ve sméru od bodu F. Findlni poloha (ve které nelze posoudit
platnost tvrzeni) je P = H = C, O € AB a |[<BCA| = 90°. Jediné, co potfebujeme, je, aby se pohybovaly body
P a H taky rovnomérné, ¢imz bude kazda nova poloha stejnolehla s vychozi polohou a PH bude i v obecné poloze
svirat s vyskou CF ten spravny thel. Bod O se pohybuje rovnomérné (jeho pohyb urcuji osy stran AB a AC) a
pohyb bodu P je obrazem pohybu O ve spirdlni podobnosti (slozeni otoceni a stejnolehlosti), proto se i P pohybuje
rovnomeérné. Pohyb ortocentra H je rovnomérny, protoze se rovnomérné pohybuje vyska na stranu AC. Finito.

Poznamka. Aby se stal pfedchozi ndznak Feseni feSenim, bylo by potieba lépe zdtvodnit pouziti spirdlni podob-
nosti, a to dé trochu préce, nebo ukazat v kazdém okamziku podobnost trojihelnikt FPC a FOO’, coz je zhruba
stejné narocné jako spiralni podobnost.

Lehké
Priklad 6.

Reseni. Pii pohybu bodu X se neméni tthel SY X ani délka |XS| = r. TakZe sta¢i najit nejvétsi trojuhelnik se
zadanou délkou strany a zadanou velikosti protéjsiho obvodového tihlu. Tim je rovnoramenny trojuhelnik, protoze
nevzdalenéjsi bod na kruznicovém oblouku je ten uprostied oblouku. V pivodni tloze méa tedy ASXY nejvétsi obsah,
praveé kdyz je SX osou thlu M SN, z ¢ehoz vyplyva i konstrukce.

Priklad 7.

Reseni. Vezméme libovoln§ nerovnostranny trojihelnik. Hybanim vrcholu po elipse zachovidme obvod a p¥itom,
pokud nebyly strany stejné dlouhé, zvétsime obsah, takze zZadny nerovnostranny nemtize byt maximalni. Protoze
trojuhelnik s nejvétsim obsahem urcité existuje, je jim jediny nevylouceny kandidat: rovnostranny trojuhelnik.

Priklad 8.

Reseni. Oznaéme k', I’, m' po fadé osy tseéek NK', NL', NM'. Nejprve si viimneme, Ze novy trojihelnik je té7
rovnostranny a jeho strany (ekvivalentné p¥imky k', I, m') jsou kolmé na strany trojihelniku K LM (kazda na
jednu). Pfi rovnomérném pohybu bodu N rovnobézné s piimkou KL se pfimka m’ nehybe a relativné jednoduse se
dopocte, Ze se pfi tomto hybani pohybuji pimky &', I’ ve sméru piimky m' stejné rychle.
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M Které vsechny vektory ukazuji
tu samou rychlost piimky:

Obr. 8

Prusecik k' N1’ se tedy pohybuje rovnobéZné s m’ a zachovava si od m’ konstantni vzdalenost. Velikost nového
trojuhelniku se pfi pohybu neméni, dojedeme s bodem N na stranu a pak do vrcholu a v krajni poloze uz snadno
dopocteme vztah S = 37T

Priklad 9.

Ndznak TeSeni. Limitni polohou je A = T a B na opa¢ném konci priméru kruZnice k2. Rovnomérnym otacenim
navzajem kolmych pfimek s priuseéikem v T' nagenerujeme vSechny pozice tsecky AB. Pfi tomto pohybu se ale A a
B pohybuji stejnou thlovou rychlosti, takze jsou kruznice i s aktualni polohou bodu A, B vzdy stejnolehlé. Stiedem
této stejnolehlosti prochézi kazda tsecka AB. Pohyb stifedu tsecky AB je prumérem pohybu bodu A a B, takze se
pohybuje po kruznici s polomérem rovnym primeéru polomeért % a stfedem ve stfedu usecky 5155.

Priklad 10.

Reseni. Podle véty o stiedovém a obvodovém tihlu je [<DAC| = 1|<DPC]|. Pokud pohybujeme rovnomérné tétivou
CD po kruznici, tak se rovnomérné otaci polopiimky AD, AC kolem bodu A a polopfimka BD kolem bodu B, navic
v8echny stejnou tthlovou rychlosti. Takze se pfi tomto otac¢eni neméni <DAC, <DPC ani |QO|. Pohodlné oto¢ime
t&tivu do pozice C' = B

9] |B=c"
Obr. 10a Obr. 10b

Velikost tisekového thlu tétivy C'D’ je |<DPC| — 90° ale zaroveii je podle véty o obvodovém a tsekovém thlu
stejnd jako |[<C’AD'| = |[<CAD| = 1|<DPC!|. Postavenim stejnych hodnot do rovnice dostaneme |<DPC| = 120° a

nésledné |<DOC| = 60°, coz s |[AB| =2 d4 |QO| = %g
Priklad 11.

Naznak Teseni. Na zacatku vezmeme obdélnik, pro ktery tvrzeni jasné plati. Vybereme jednu stranu a k ni nélezici
¢tverec zafixujeme, zbytek obdélniku pomalu kosime na rovnobéznik, pficemz pohybujeme i se zbylymi tfemi ctverci.
Vzhledem k zafixovanému stfedu ¢tverce se dva blizsi ze zbylych tii stfedt pohybuji Uplné stejné (koresponduji
navzajem v otofeni o 90°), takze se zachova pravy thel i stejnd vzdalenost zafixovaného stiedu od dvou nezafixova-
nych. ProtoZe jsme na zacatku mohli zafixovat kteroukoli ze stran obdélniku a zbytek zkosit, plati toto pozorovani
i z pohledu ostatnich stfedi ¢tvercli. Proto se pfi pohybu ¢tverec tvoieny stiedy pripsanych ¢tvercti zachova, a je
vymalovano.

Priklad 12.

Reseni. Prevracenim nerovnosti dostaneme p = %, takze stac¢i urcit jednu z konstant. V degenerovaném limitnim

atts — % a k tomuto vysledku se 1ze libovolné priblizit i s B # C. Proto p < i.

pfipadé B = C plati b1t
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A A b>t, ty >0
fo ta \\P ta/[ b
b “=
tp 2, =t, =0 ty
ty
B a C B=C a a
Obr. 12a Obr. 12b Obr. 12¢ Obr. 12d

Pro ukézku p > i si rozdélime vSechny situace na dva pfipady: b > t, a t, > b. V pvnim pfipadé pouzijeme
trojuhelnikovou nerovnost a + t, > %b > %(b + t4). Pro druhy pfipad vyuZijeme, Ze v ném t, svird se stranou a
vétsi dhel nez t, a protoze t, sahd do ptl vysky ¢, (méfeno od strany a), je t, > %ta. Dokonceni skytaji kroky

a+ty, > %ta > i(b—l—ta).
Stfedni

Priklad 13.

Reseni. Pokud se vedle sebe v n-tihelniku nachazi dvé nestejné dlouhé strany, lze pohybem bodu po elipse zachovat
obvod a zvétsit obsah (obr. 13a), takZe v maximélnim n-tthelniku (pokud existuje) musi byt vSechny strany stejné
dlouhé. Maximalni n-thelnik musi mit i vSechny uhly stejné velké, coz ukadzeme pohybem z obrazku 13b.

Obr. 13a Obr. 13b

Zagneme se symetrickym ¢tyfahelnik S152AB, u kterého |S2B| = |BA| = |AS1| < |S152|. Pohybujeme s body A,
B tak, aby bylo |S2B| = |AS;| = | P4 Pp| konstantni. Pohyb zakonéime v poloze P4 = S; — za ni by nemély nékteré
nize vyjadrené obsahy smysl, navic jsou pro polohy bodu P4 za bodem S; nasledujici trendy zfejmé.

Pii pohybu se prodluzuje AB (vznikajici posunuty ¢tyfihelnik ma vétsi obsah nez by mél pfi podmince |AB| =
konst.) a pfesto se obsah So étyfuhelniku 5752 BA zmensuje. To nahlédneme vypoctem

A A
St = Spapypa + Ssipsa+ Ss,ppp = LAAEIEBL p, py| oy LAl g py| 4 P88l g, py|

< [PaAL4IPsB (|PAPB| n |51PA\;IPBS2I) = [PAALEIPsBL  yonst.

Priamér MZW‘BB‘ se pfi pohybu zmensuje (bod B klesa rychleji nez stoupa A), proto se i S zmensuje. Maximéln{

n-thelnik musi mit tedy i vSechny thly stejné velké. Protoze tohle spliiuje jen pravidelny n-tthelnik a diky omezenosti
obvodem musi maximum existovat, je hledanym n-thelnikem prave ten pravidelny.

Priklad 14.

Ndznak Teseni. Pro usnadnéni ozna¢me stiedy trojuhelniki pfipsanych stranam AB, BC, CD, AD postupné Sap,
Spc, Scp a Sap. Nejprve prozkoumejme degenerovanou polohu A = D. V té trojahelnik pfipsany strané AD splyne
s bodem A a totéz plati pro jeho stied Sap. Vznikne symetrickd pozice, kde pravé ze symetrie plyne kolmost spojnic,
viz obrazek 14a.
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Obr. 14a Obr. 14b

Hybejme nyni rovnomérné (a rovnobézné) thlopfickou BD do obecné polohy (jako na obrazku 14b). Pohyb
Sap dostaneme zobrazenim pohybu bodu D ve spiralni podobnosti! S(A;30°; ?) Podobné dostaneme pohyb Spc

zobrazenim pohybu bodu B ve spirdlni podobnosti S(C'; 30°; ?) Protoze jsou pohyby bodt B a D totozné a obé

spiralni podobnosti jsou az na svtij stfed také stejné, tak jsou i zobrazené pohyby stejné a body Sap a Spc pohybuji
shodné, proto se neméni smér spojnice S4pSpc, kterou urcuji. Stejny zaveér dostaneme i pro druhou spojnici SopScp.
Diky vychozi pozici, ve které na sebe byly obé spojnice kolmé, jsou kolmé i po posunuti do obecné polohy.

Priklad 15.

Ndznak TesSeni. Snadno se ovéri, ze pokud zvolime X jako ortocentrum, tak je ¢tyfuhelnik TU tétivovy. Hybejme
useckou PQ tak, aby ztstal TUPQ tétivovy (to jest tak, mé piimka PQ pofad stejny smér). Aby se jesté jednou
[UP|  |[VQ]

vyskytl bod X na vysce, musel by vyraz BV o1 nabit jesté jednou stejnou hodnotu (podle Cevouvy véty). Vyraz

se ale bud stéle néjak roste nebo se stéle néjak zmensuje, proto této hodnoty uz vickrat nenabyde.
Priklad 16.

Reseni. ReSeni provedeme indukci podle poctu stejné vzdalenych bodii. Ozna¢me M,, mnozinu vyhovujici zadani,
kde mé kazdy bod P pravé od n bodd z M vzdalenost 1. Za M; staci vzit krajni body jednotkové tisecky. Mnozinu
M utvofime z M; ,nakopirovdnim“ té samé mnoZiny a posunutim. Pfesnéji vezmeme M; a pfiddme k ni M7, kde
pro kazdy bod P’ z Mj existuje pravé jeden bod P z M; tak, ze |[PP’| = 1. Pro indukéni krok pfedpokladejme, Ze
disponujeme vyhovujici mnozinou M. Vyberme pevné P € Mj, a pfidejme do roviny o jednotkovy vektor posunutou
mnozinu Mj,, kde vezméme odpovidajici bod P’. Ted je zajisténo, ze ma kazdy bod z M}, U M, aspoi od k+ 1 bodt
vzdéalenost 1.

M, M, Ms = My U M Spatng Mo:
P’ p
LT R S Tl
8 e - o
NN / 1\
poP P P P
Obr. 16a Obr. 16b Obr. 16¢ Obr. 16d

My ale potfebujeme, aby to bylo presné k + 1. Proto zaénéme s mnozinou M, otécet po kruznici kolem bodu
—
P tak, aby se zachovalo |PP’| = 1. Existuje jen koneéné mnoho smértt PP’ ve kterych k nékterému bodu z Mj,

—_—
existuje vice jak jeden bod z M}, ktery od né&j ma vzdalenost 1. Moznosti, jak natoc¢it PP’, je ale nekonecné, tak
existuje néjaka, pii které ke kazdému bodu z M, existuje pravé jeden bod z M|, vzdéleny 1. Disponujice vyhovujicim
posunutim M}, definujme koneéné My = My U Mj.. K vyfeSeni tlohy staci vzit Magog.

ISpiralni podobnost S(A;30°; @) je zobrazeni, kdy nejprve situaci oto¢ime kolem bodu A o thel 30° a poté provedeme
V3

stejnolehlost se stifedem téz v A a koeficientem 5.
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Priklad 17.

Reseni. Pohybujme rovnomérné bodem S z A do B. Krajni polohy pohybu bodu X ozna¢me X;, X5 a krajni polohy
bodu Y ozna¢me Y7, Y5. Body X2 a Y; lezi na ose strany AB a proto splyvaji ve stfed opsané kruznice trojihelniku
ABC.

Obr. 17

Bod X lezi pfi pohybu na ose tsecky AS, ktera se pohybuje poloviéni rychlosti bodu S. Protoze X lezi celou dobu
zaroven na ose strany AC, tak se pohybuje rovnomérné po tsec¢ce. Analogicky se Y pohybuje rovnomérné z Y7 do Y.
Relativné snadno se ukdze, ze AS; X1Y1 ~ AS3XoY2 ~ ACAB (napfiklad vyuzitim shodnosti AS;1 X1Y; 2 ACX 1Y,
a podobnosti AAX;C =~ ABX,C). To by nés mélo navést na myslenku, Ze i obecné plati ASXY ~ ACAB. Vidét je
to ihned ze spirdlni podobnosti a diikaz udélame néasledovné. Potfebujeme ukézat, Ze je pfi pohybu |[<SXY| = konst.
(analogicky bude platit |<SY X| = konst. a hledané tvrzeni bude diky ukdzanym krajnim (vyhovujicim) polohdm
na svété). A ted uz lehce |[<SXY| = 1|<SXC| = |<SAC| diky soumérnosti a podle véty o stiedovém a obvodovém
thlu. Ukéazali jsme tedy, Ze se tvar ASXY pii pohybu neméni, a staci identifikovat polohu S, kdy méa trojuhelnik
nejmensi obsah, neboli nejmensi vysku, a to je pravé kdyz S je pata vysky z bodu C na AB.

Priklad 18.

Reseni. Vezmeme kruznice ka, kg, které ptli kruznice k po fadé v prameérech A, Ay a BiBy. Vezmeme dale oba
pruniky piimky AB s k a oznad¢ime X, Y. Zafixujeme-1i XY a otac¢ime s prumérem A; As, tak je ¢tyithelnik A; X AY
ve vSech polohach tétivovy (pokud nelezi jeho vrcholy na pfimce), coz dostaneme ze zachovani mocnosti bodu A.
Zachovani mocnosti funguje i pro bod B, takZe pro kazdy otoeny pramér A} A} existuje pramér Bi B} takovy, ze
Al Ay, By, By, XY € k.

Obr. 18

Posouvanim stfedu kruznice k po ose tsecky XY vygenerujeme vSechny kruznice, které ptli k4 a kp. Pokud
tfeti bod C nelezi na piimce AB, tak mezi pravé vygenerovanymi kruznicemi najdeme pravé jednu, co pili k¢
(to dostaneme z pfedchoziho posouvéni stfedu kruznice k po ose tsecky XY). Pokud C lezi na pfimce AB, tak
vezmeme dvojici kruznic k4 a ko a zkonstruujeme body X', Y’, kterymi prochdzi jejich rodina ptlicich kruZnic.
Pokud {X,Y} = {X’, Y}, tak vSechny kruZnice prochazejici body X, Y ptli vSechny t¥i kruznice k4, kg, ko, pokud
{X,Y} #£ {X',Y'}, tak neexistuje kruznice pilici v8echny tfi kruznice.

Y vy,

TE&Zs1

Priklad 19. VyfeSme tlohu nejdiive pro A lezici na ekvidistanté pfimek. Limitni polohy bodu P, @ ozna¢me
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odpovidajicim zptsobem Py, Qo, Pso, Qco, jako na obrazku, tj. aby platilo |[<PyAQs| = |[<QoAPsx| = |[<PAQ).
Oznacme e ekvidistantu pfimek p, q. Bod vznikly zobrazenim bodu @) v osové soumérnosti s ekvidistantou pfimek e
pojmenujme Q’.

|

|

I
Qo Q q
Obr. 19a

Dopo¢tenim whli zjistime, ze |<PyAP| + |<PyAQ’| je konstantni a hned z toho plyne |<PyAP| = |<AQ'Py|. To
je rovnost obvodového a tisekového tthlu u kruZnice opsané trojihelniku PAQ’, kterd se diky tomu dotyka primky
Py A. Tudiz rodina kruznic dotykajicich se primky AP, v bodé A a lezicich v poloroviné APy(Q~ urcuje jednoznac¢né
vSechny dvojice bodu P, Q). Ekvivalentné muzeme fici, Ze tsecky PQ, pro které je <P A(Q stejny, jsou pravé ty, pro
které plati |PyP| - |QoQ| = |PoP| - |PoQ’| = |PoA|?. Z vlastnosti mocnosti bodu ke kruznici ty samé dvojice bodii
dostaneme i rodinou kruznic se stfedem v A’ = k(Py; [Py A|) Ne, které se dotykaji piimky A’Py v polorovingé PyA’A.
Zp&tnym ekvivalentnim postupem pro bod A’ dostaneme, Ze je velikost <P A’(Q konstantni. VSechny vlastnosti jako
konstantnost <P AQ), konstantnost <PA’Q, konstantnost |PyP| - |PoQ'| = |PoA|*> = |PyA’| jsou tedy ekvivalentni.

V obecné poloze si vezméme dvojici pfimek p, ¢” a bod A nelezici uprostied. Provedme zobrazeni podle obrazku.

6/ Q/l q//

Obr. 19b

Vezméme ¢ tak, aby A 162?;1(—)_1)13, ekvidistarﬁ pfimek p, ¢ a i zbytek véci definujme stejné jako v pfedchozim
pfipadé. Dale definujme Qf = AQoNq”, Q" = AQNq. Bod A” bud étvrtym bodem rovnobézniku Qj APy A”. Pfimka
p" af je takovou piimkou, ze A” lezi na ekvidistanté pfimek p” a ¢”. Nakonec P} = m Np”"a P’ = A'p Np”.
Protoze fakticky nové body Q”, Qp, P”, P} vznikly pomoci stejnolehlosti se stiedy v A a A” s opaénym koeficientem,
tak plati |P)P"|-|Q5Q"| = |PoP|-|QoQ| = |P{ A”|> = |PyA’|2. To neznamené nic jiného, ne ze z bodu A" je tisecka
P"Q" vidét poradd pod stejnym tihlem jako z bodu A’ tise¢ka P(Q. ProtoZe je P na pfimce A”P”, tak je i tsecka
PQ" z bodu A” vidét pofad pod stejnym tthlem. A” je tedy hledany bod.

Priklad 20.

Reseni. Staci ukazat jednu implikaci, opa¢nou dostaneme cyklickym pfeznacenim. Je nutné piiklad fesit pro odlisné
pro dva pifpady: bud plati 3 < 90° a § < 90°, nebo je BUNO 6 > 90° (jinak ¢tyfthelnik pieznacime).
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A B
Obr. 20a Obr. 20b

V prvnim pfipadé (na obrazku 20a) si pro vyfeseni vezmeme Thaletovu kruZnici nad priimérem AC' a pohybujeme
k ni bodem B po pfimce BD, ¢imz situaci pfevedeme na druhy pfipad. Jesté predpokladejme, ze |[<ACB]| < 90°, jinak
prohodime jména bodt A a C. P¥i tomto pohybu se polomér Rp neméni (trojihelnik AC'D zlistava na mists), R se
diky vztahu R4 = % = K|BC| zmensuje a rozdil Rc— Rp se diky rovnosti Rc —Rp = & \EEII?BI - ‘Iﬁf‘cm
taky zmensuje. Celkové se tedy vyraz R4 + Rc — Rp — Rp pii tomto pohybu zmensil.

Ve druhém ptipadé (obr. 20b) situaci pfeznacime tak, aby § > 90° a opét |[<ACB| < 90°. Misto Thaletovy
kruznice ted vezmeme kruznici opsanou trojuhelniku ACD. Poté postupujeme stejné jako v pfipadé predchozim, pti
posunu bodu B se opét vyraz Ry + Rc — Rg — Rp zmenSuje a tentokrat dosdhne ve findlni pozici B = B’ hodnoty
0 pfi rovnosti R4 = Rp = Rc = Rp. To ale znamen4, ze pfed posunem bodu B platilo R4 + Rc > Rp + Rp.

Priklad 21.

Reseni. Oznacme priisecik thlopiicek jako G a postavme si thel EDF tak, aby méla jeho osa svisly smér. Zafixujme
piimky DE, DF a sméry pfimek EE’, FF' a pohybujme prise¢ikem G rovnomérné vodorovné.

Obr. 21a Obr. 21b

Body E, F' se tak pohybuji po svych piimkéach stejné rychle, diky nim se ve vodorovném sméru stejné rychle
pohybuji i vysky z bodi E, F a jejich prisecik H se tak pohybuje rovnomérné vodorovné. Ze stejného divodu se
rovnomérné pohybuje i H'. Protoze v krajnich polohdch F = F' a E’ = F maji trojihelniky spole¢nou vysku (viz
obr. 21b), na které lezi i bod G, tak je v téchto limitnich polohéch dloha splnéna. Priseéik ptimky HH' s trajektorii
bodu G se pohybuje rovnomérné a v krajnich polohdch £ = F' a E' = F splyvd s bodem G, ktery se po stejné
trajektorii pohybuje také rovnomérné. Proto je bod G nutné zminénym prisecikem i v kazdém okamziku pohybu a
tloha je vyfeSena pro vSechny polohy.
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