Hry s barevnymi grafy
|

David Stanovsky

Ne kazdy moderni matematicky problém musi byt tézky a nesrozmitelny. S jednim vas
nyni sezndmim. Pijde o hru, ve které se budou barvit vrcholy daného grafu. Ujasnéme
si tedy nejprve, o jaké grafy pujde (pro nase ucely sta¢i neformalni a nepfesné, zato
vSak nazorné definice).

Mé grafy nijak nesouvisi s funkcemi. Grafem budu myslet obrazek v roviné sesta-
vajici z bodt (zvané vrcholy) spojenych ¢arami (zvané hrany), pficemz kazd4 hrana
spojuje pravé dva vrcholy. Mnozinu vrcholti ozna¢im V(G), mnozinu hran E(G). Graf
G je reprezentovan dvojici mnozin (V, E).4 Obarvent grafu k barvami znamena, Ze
kazdy vrchol obarvim jednou z k danych barev tak, aby vrcholy spojené hranou mély
ruzné barvy.5 Nejmensi k takové, ze dany graf G ma obarveni k barvami, nazyvame
barevnost grafu a znacime ho x(G).

Priklad.

(1) cesta Pn ma n vrchold spojenych hranami od prvniho k poslednimu
(2) kruznice Cp mé n vrcholll spojenych hranami dokola

(3) strom je libovolny graf, ve kterém se nevyskytuje kruznice

(4) dplnyg graf K, méa n vrcholil a kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranou
(5) rovinny graf je takovy, ktery lze nakreslit v roviné bez kfizeni hran

Ps Cs Ks

x(Pn) =_, x(Can) =_,  x(Cont+1) = _
X (strom) < x(Kn) = X(rovinny) < __

= _ J—

Hru, kterou budeme studovat, vymyslel pan Bodlaender v roce 1991. Hraji ji
2 hraci, treba Alice a Bob, na daném grafu G s danym poctem barev k. Oznacme

4Formalni definice: graf je dvojice (V, E), kde V je libovolna kone¢nd mnozina a E je
néjaky systém dvouprvkovych podmozin V.

5Formalni definice: obarveni grafu k barvami je funkce f : V — {1,...,k} takova, Ze
kdykoliv {z,y} € V, pak f(z) # f(v).

12



David Stanovsky: Hry s barevnymi grafy

tuto hru H(G, k). Alice chce obarvit graf G danymi k barvami, Bob se ji to snazi
sabotovat. Zacdina Alice, obarvi libovolny vrchol jednou z danych barev, pokracuje
Bob, obarvi libovolny neobarveny vrchol, a tak dale, pficemz oba musi dodrzovat
pravidlo (©), Ze sousedni vrcholy musi mit riizné barvy. Alice vyhrava, pokud je
graf uspésné obarven; Bob vyhrava, pokud Zadny neobarveny vrchol nelze obarvit pfi
zachovani pravidla (©). Otazka zni: ktery z hrd¢i méa pro dané G a k vyhravajici
strategii?

Definujeme tzv. hraci barevnost grafu h(G) jako nejmensi k takové, ze Alice ma
vyhrévajici strategii ve hte H(G, k).

Pozorovani. Pro kazdy graf G plati x(G) < h(G) < |[V(G)|.

Nyni budeme hledat hraci barevnost pro rizné grafy. Za¢neme u nejjednodussich
grafi (cesty, kruznice), nasim cilem pak budou obecné grafy rovinné. Uvidime, Ze
hledat hraci barevnost je mnohem tézsi, nez najit barevnost obycejnou. Zde uvadim
pouze piehled vysledki, jejich dikazy nejsou nijak tézké a predvedu je na prednasce.

(1) graf s jednim vrcholem: h = __

) cestadélky 2a3: h=__
3) cesta délky > 4: h = __

) kruznice délky > 3: h = __

) uplny graf na n vrcholech: h = __
6) stromy, rovinné grafy: h =777

Najit hraci barevnost pro stromy jiz tak snadné neni. Panové Faigle, Kern, Kier-
stad a Trotter (1993) zjistili, Ze kazdy strom ma hraci barevnost nejvyse __, pfi¢emz
existuje strom, ktery ma tuto hraci barevnost pfesné (ten na obrazku).

AN B 4
/TN

To znamend, Ze pro kazdy strom 7' ma Alice vyhréavajici strategii ve hie H(T,_ ).
Jak na to?

Alice hraje tak, Ze kazdy souvisly podgraf T tvoreny dosud neobarvenymi vr-
choly mé nejvyse dva obarvené sousedy. Pro¢ je to mozné? P¥i prvnim tahu mize
Alice obarvit cokoliv. Pozdé&ji: necht Bob pravé obarvil vrchol u. Musel se s nim tre-
fit do néjakého souvislého neobarveného podgrafu, ktery mél nejvyse dva obarvené
sousedy v, w. Alice bude hrét do bodu, ktery je spoleény cestdm mezi u,v,w (resp.
kamkoliv, pokud v = w). Zbyva ji vzdy aspoii jedna barva, kterou miize pouzit. Je
vidét, Ze po jejim tahu stale plati uvedena vlastnost. Timto postupem tedy mohou
dohrét hru az k Gspésnému obarveni grafu. Bob nemé Sanci.
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Nalezeni nejmensiho horniho odhadu pro barevnost rovinného grafu trvalo 100
let. Dobry horni odhad pro hraci barevnost rovinného grafu neni zndm dodnes. Nej-
lepsi odhad dava nésledujici véta, ktera je letosni novinkou.

Véta. (Dinski, Zu, 1999) Je-li graf G obarvitelny k barvami tak, Ze kazd4 jeho
kruznice m4 na sobé asporn 3 barvy, pak h(G) < k(k +1).

Dtkaz této véty je pomérné obtizny. Je tieba nalézt vyhravajici strategii pro
Alici ve hie H(G, k(k+1)). Princip jeji strategie je, Ze vezme dotyéné obarveni grafu
k barvami a snazi se barvit podle néj. Kdyz ji to Bob nékde zkazi, zbyva ji dostatek
barev, aby to néjak napravila (jak, to je pravé ta obtiznost).

Tato véta vyresila dlouho otevieny problém, zda viibec existuje néjaka konstantni
horni mez hraci barevnosti rovinnych grafi. Kazdy rovinny graf lze totiz uvedenym
zpusobem obarvit __ barvami, z éehoz vychdzi horni mez h(G) < __. Toto ¢islo je
dosti velké (srovnej s obyéejnou barevnosti) a mélo by jit zmensit (autorovi nejsou
znadmy rovinné grafy s hraci barevnosti vétsi nez __ ). To v8ak zatim nikdo neumi...
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