Jak hrat a vyhrat

| Robert Simal

V prednasce si ukazeme efektivni zpusob, jak analyzovat hry. U jednodussich her
objevime uplnou strategii, tj. postup, jak o kazdé pozici poznat, kdo vyhraje a jak
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a to ndm umozni hrat hru na vyssi trovni a pravdépodobné porazit toho, kdo nasi
teorii nezna.

Pravidla her

Dominové dlazdéni

Dva hrac¢i, Levy a Pravy, stfidavé kladou kameny domina (2 x 1 &tveredek) na
hraci plochu, Levy svisle, Pravy vodorovné, jednotlivé kostky se nemohou prekryvat.
Hraci plocha je nejcastéji miizka z n x n ¢tvereckt. Kdo nemiize tahnout, prohral.

Col

Dva hradi st¥idavé barvi vrcholy grafu (Levy ¢erné, Pravy bile), pfitom neni mozno
obarvit sousedni vrcholy stejnou barvou. Kdo nemé tah, prohral.

Snort

Jako Col, ale zakazano je obarvit sousedni vrcholy riznou barvou.

Nim
Dva hraci stfidavé odebiraji sirky z nékolika hroméadek. V jednom tahu je mozno

odebrat z libovolné hromadky libovolny pocet sirek. (Existuje mnoho variant, kde
jsou povoleny jiné tahy.) Kdo nem4 tah, prohral.

Hra bez zlataku

Hraci plan tvori vodorovny pas c¢tvereckd, na nékterych polickach jsou mince
(z4dna z nich neni zlatak). Jeden tah spo¢iva v posunu libovolné mince o libovolny
pocet policek doprava, neni ovSem mozno preskocit jinou minci, navic na kazdém
policku muze byt nejvyse jedna mince. Kdo nema tah, prohral.

Hra se zlatakem

Hraje se podobné jako minuld hra, jednou z minci je vSak zlatédk. Na policku nejvice
vpravo je méSec, do kterého se vejde libovolny pocet minci. Kdyz jeden hrac vlozi do
mésce zlatdk, hra konéi a druhy hra¢ si mésec vezme (¢&ili vyhral).
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Péscova hra

Hraje se na nékolika sloupcich sachovnice, na kazdém je jeden bily a jeden Cerny
pésec. Jeden hrac¢ taha bilymi pésci, druhy cernymi, tah spocivd v posunu pésce v
ramci sloupce o libovolny pocet poli, neni mozno preskocit pésce soupefova. Kdo
nema tah, prohral.

Vyhonky

Na zacatku je na papife n puntikd. Jeden tah spociva ve spojeni dvou puntiki
carou a nakresleni puntiku nékam na nakreslenou ¢aru. Pritom se zadné dvé Cary
nesméji kiizit a z zddného puntiku nesmi vést vice nez tii cary. Hraci se pravidelné
stiidaji v tazich, kdo nema tah, prohral.

Dopravni hra

Hraje se na orientovaném grafu — planku mést a jednosmérnych silnic mezi nimi,
v nékterych méstech jsou auta (libovolny pocet v jednom mésté). Jeden tah spociva v
posunu libovolného auta po libovolné silnici vedouci z mésta, v némz se auto nalézalo.
Kdo nem4 tah (vSechna auta jsou v mésté, z néhoz nevede cesta ven), prohral.

Operace s hrami

Z vyse uvedenych pravidel je uz asi jasné, jakymi hrami se zde budeme zabyvat.
Nasim cilem je vyvinout metody, které nam umozni u kazdé hry poznat, kdo vyhraje
(pfi oboustranné spravné hie), a pochopitelné také, jakd je spravna strategie (slovem
strategie zde minime névod, jak ve které pozici tdhnout). Nejprve si ale musime
uvédomit, ze vzdy existuje pro nékterého hrace ,spravna“ strategie.

Véta. Uvazme hru dvou hracd, kde kazda hra skonci po konecném poctu tahi vi-
tézstvim jednoho z hracu (tj. nejsou mozné remizy ani nekonecné partie). Pak jeden
z hrac¢t ma vitéznou strategii.

Nyni se dohodneme na zpusobu zapisu her. Hru hraji dva hraci, Levy a Pravy.
Pokud ve hife G mize Levy tdhnout do pozic A, B, C, ... aPravy do D, E, F, ...,
budeme psit G = {A, B,C,--- | D,E, F,...} (pfitom A, ... jsou opét n&jaké hry) (uz
chéapete jména hrica?). V obecnych Gtvahich budeme Gasto psit jen G = {GL | GR},
kde G¥ zastupuje typicky tah Levého, G typicky tah Pravého hrace. Pokud hrac
nemé tah, prohral.

Protoze nam jde predevsim o to, kdo zvitézi, je pfirozené zavést nasledujici definice:

Definice. Bud G hra. Pokud mé Levy vitéznou strategii (nezdvisle na tom, kdo
zac¢ind), budeme psit G > 0 (a fikat, Zze G je kladnd). Pokud ma vzdy vitéznou
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strategii Pravy, pak pisme G < 0 a G nazvéme zapornou. KdyZ ma vitéznou strategii
ten hraé, ktery nezacind, piseme G = 0 (G je nulovd), a kone¢né pokud ma vitéznou
strategii hraé, ktery zac¢ing, piSeme G || 0, G je zmatend)

Uzitim predchozi véty zjistime, ze kazda hra spada do jednoho z popsanych typu.
Jak ale zjistime, do kterého? Napied se musime naucit se hrami trochu manipulo-
vat. U mnoha her zjistime, Ze pozice je slozena z nékolika dil¢ich pozic, pficemz tahy
v jedné Casti neovlivni ¢ast jinou. Jadro nasi teorie tvori hledani vysledku celé hry
pomoci analyzy jednotlivych ¢asti. Toto vede k definici souctu her. Vsimnéte si, ze
definice souétu presné odpovida tomu, Ze hrajeme na vice deskéch najednou, pri¢emz
hrac¢ si vzdy vybere, na které desce chce tdhnout. Dale —G (negace G) je hra, kde
yotoéime hraci desku®. Uvédomte si, Ze negace udéla z kladné hry zdpornou (a nao-
pak), z nulové nulovou, ze zmatené zmatenou.

Definice. Jsou-li G, H hry, pak
G+H={G"+H,G+H"|G?+H G+H"}
-G ={-G%|-c"}
G—H =G+ (—H).

Nyni mutZeme definovat nerovnosti (ap.) mezi dvéma hrami. Podivnym se mize
zdéat predevsim to, Ze definujeme, co to znamend, Ze dvé hry se rovnaji. Pokud dveé
hry jsou pfesné stejné (tj. mozné tahy obou hrac¢i jsou tytéz), budeme ¥ikat, ze maji
stejnou formu a psat G = H. Néas bude ale vice zajimat situace, kdy dvé hry maji
sstejnou hodnotu®, coz (s ohledem na déle uvedenou vétu) znamend, ze v libovolném
souctu muzeme G nahradit H a vysledek hry se nezméni. Véty dale uvedené je lehké
dokazat pomoci predvedeni vhodné vitézné strategie.

Definice. Pokud G — H > 0, fekneme, ze G > H. Analogicky G < H znamena
G—H <0,G=H znamend G— H =0, G | H znamend G — H || 0. Znacky budeme
¢asto kombinovat a budeme psat G < H, G < H atd.

Véta. Jsou-li G,H >0, pak jei G+ H > 0.

Véta. Pro kazdou hru G plati G — G =0 a G 4+ 0 = G (pfitom 0 je hra {|}). Déle
jeliH=K,jeiG+H=G+K.

Zatim by si ¢tenaf mohl Fici: ,,No a?* Zda se totiz, Ze celd nase teorie je pouze
néjaky zpusob zapisu her. Ukazuje se vSak, ze mnohé hry jsou cisla. Presnéji kazdé
realné cislo je néjakd hra, vétsinou se ale budeme setkavat jen s Cisly racionalnimi.
Cisla umime snadno s¢itat i porovnavat, takze ty hry, které jsou ¢isla, budou lehce
zvladnutelné. Navic i obecnou hru je mozno ¢aste¢né popsat pomoci nékolika cisel.
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O dislech

Pfi budovani teorie bychom mohli postupovat i uplné jinak. Slovem hra bychom
rozuméli néco jako pseudodéislo. Rekli bychom, Ze pro kazdou dvojici mnozin her L,
R je {L | R} také hra a ze v8echny hry takto vznikaji. Pak bychom definovali, ze

r<yectzy ozy"  (prozadnéa”, y"),
dile Ze © = y znamend ¢z < yax > y, ze v < y je zkratkaza x < yazx Ff y
a konecné z || y pokud z £ y a  ? y (z a y jsou neporovnatelné). Soucet a rozdil
bychom definovali jako minule, ale bez motivace dané hrami. Rozmyslete si, ze tyto
definice ndm dévaji skuteéné totéz (avsak vzhledem k tomu, ze nemluvim o zddnych
hrach a strategiich, je t¥eba dikazy délat jinak, obvykle snadnou indukci). Koneéné

fekneme, ze hra x je Cislo, kdyz pro zadné jeji prvky xL, o neplati z > =

Véta. (o nerovnostech)  Pro kazdé hry z, y, z plati
(a) 2¥ az azf.
(b)z <z, z=u.

(c)z<y<z=z<z

Véta. (vlastnosti ¢isel)  Pro kazd4d ¢isla x, y plati
(a) et < & < 2.
(b) x <y nebo z > y.

Véta. Bud z = {z¥ | 2®}. Bud dale z éislo takové, ze
(a) pro vSechna 2%, 2 plati 2 < z < 2.
(b) vlastnost (a) neplati pro Zadné z*, 2% misto z.

Pak je x = z.

Dusledek. (o mladych &slech)  Je-li © = {z¥ | 27} éislo, pak je to nejmladsi éislo
L

lezici mezi ¥ a 2.

Véta. (o dyadickych ¢islech) Bud x = /2", kde [ je liché ¢islo, n > 0. Pak © =
{z—1/2" | z+1/2"}. Uvédomte si, ze x+1/2" je mladsi nez z, tedy je to uz vytvorené
cislo.

Tato véta na piiklad #ikd, ze 1/2 = {0 | 1}. Zkuste si sami rozmyslet, pro¢ je
opravnéné tomuto ¢islu fikat 1/2.

Uz dvakrat jsme pouzili pojem mladé ¢islo. Mlzeme si totiz pfredstavit, Ze nase
¢isla (i hry) vznikaji v generacich: v nulté generaci vznikne &slo {|} = 0, v prvni
¢isla {0 |} =1 a {| 0} = —1 atd. V koneénych generacich vzniknou postupné vsechna
dyadicka racionalni ¢isla, v prvni nekone¢né generaci vzniknou najednou vsechna
zbyla realna c¢isla a mnohé dalsi.
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Poznamka. Pro znalého ¢tenafe poznamenejme, Ze nas postup bychom mohli pou-
zit pro konstrukci redlnych ¢isel jednodussi nez je klasickd konstrukce (pomoci tzv.
Dedekindovych fezil). Stejné jako jsme zavedli souéet ¢isel, mohli jsme definovat i je-
jich souéin a podil, pficemz tyto operace by spliiovaly vSechny rozumné pozadavky,
dostali bychom tzv. téleso, ¢ili bychom mj. dostali realna ¢isla se v§im vsudy.

ZjednoduSovani her

Nékteré hry s komplikovanou formou muzeme zjednodusit tak, Ze se zachova jejich
hodnota. Lehké to mame, kdyz néjaké dva mozné tahy Levého jsou porovnatelné,
G < G2, V takovém pripadé je pro Levého pochopitelns lepsi tah G2, budeme
fikat, ze tah GL1 je prevyseny tahem G2. Analogicky G™' je prevyseny tahem G2,
kdykoli G+ > g7z,

O néco komplikovanéjsi jsou vratné tahy. Méjme tah Levého Gl takovy, Zze v ném
existuje néjaky tah Pravého GLlRl, pro ktery je GlEr < @. Pak fekneme, Ze G
je vratny pres G111 (pro tah G je definice symetricka). V takovéto situaci, pokud
Levy pouzije sviij tah do G, Pravy muize okamzité kontrovat tahem G*1#1 | protoze
si tim oproti vychozi pozici nepohorsi. Mtzeme tedy v GG nahradit tah G viemi tahy
GEEL (45 vsemi tahy Levého v daném GL151). Shriime si to ve vétu:

Véta. (o zjednodusovani) Hodnota hry se nezméni

(a) pfidanim néjakého A < G mezi tahy Levého, ¢ néjakého B > G mezi tahy
Pravého.

(b) vynechdnim prevysSenych tahi.

(c) nahrazenim tahu G tahy GT Pl kdykoli je GFt vratny pres GF1 P,

(d) analogicky pro tahy Pravého.

Véta. (o nejjednodussim tvaru) Budte G, H hry, které nemaji pfevySené ani vratné
tahy (tj. nejdou zjednodusit podle piedchozi véty). Pak G = H pravé tehdy, kdyz se
kazdy tah G* rovna néjakému HL, kazdy HE néjakému G a analogicky pro GR,
HR

Zkuste si tfeba rozmyslet, ze {1|1} = {0 |1}, kde 1= {0 | *} a *x = {0 | 0}.
Kdybychom méli vice ¢asu, mohli bychom dale pocitat stfedni hodnotu hry pomoci
jejiho zmrazeni, zjisfovat jaké nerovnosti plati mezi danou hrou a vSemi &isly atd.
Zkuste si o tom popfremyslet sami.
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Nestranné hry

Speciélni tfidu her tvoii tzv. nestranné hry. Jsou to hry, ve kterych maji (v libo-
volné pozici) oba hraci povolené stejné tahy. Pfikladem nestrannych her je Nim, Hra
se zlatdkem, Hra bez zlatdku, Vyhonky, Pé&Scova hra. Ukazuje se, Ze nestranné hry
jsou vyrazné jednodussi, popiSeme si zde obecnou teorii (objevili ji nezvisle panové
Grundy a Sprague ve tficatych letech tohoto stoleti, zatimco obecnou teorii vytvoril
pan Conway az v letech sedmdesétych). Vzhledem k tomu, Ze v8echny déle zkoumané
hry budou mit tvar {L | L}, mizeme takovou hru pro zkraceni zapisovat jen {L}.

Oznac¢me *n pozici v Nimu, kde je jen jedna hromadka s n sirkami. Vzhledem
k pravidlim Nimu to vede na nasledujici definici

xn = {x0,*1,...,x(n —1)}.
Vsimnéte si, ze *0 = 0, *x1 = %, *n || 0 pro n > 0. Pokud hrajeme jinou hru, nez
(jednohromadkovy) Nim, radi bychom zjistili, Gemu se rovna {*a, *b, *c, ... }. Snadno
se ovéri, ze takové cislo je rovno *n, kde n je nejmensi pfirozené ¢islo, které neni mezi
Cisly a, b, c, ...

Zbyvéa nam uz jenom naucit se séitat a tedy vyresit napf. vicehromadkovy Nim.
Definici *m + *n uZ znadme z pfedchozich kapitolek, d4 se snadno ukézat, Ze tento
soucet je roven xk, kde k ziskdme tak, Ze m i n rozepiSseme do mocnin dvojky, dvakrat
se opakujici mocniny smaZeme a zbylé normalné se¢teme. Nap¥. *6 + x5 = %3, nebot
6b5=4+204+1=2¢1=3. Programatori jisté poznali bitovy xor.

Nésledujici prekvapiva véta nam vlastné rika, ze kazdou nestrannou hru G miuzeme
ohodnotit prirozenym ¢islem, to bude pak jednoznac¢né popisovat chovani této hry. To
nam umoznuje lehkou analyzu nestrannych her: postupné probirdme vsechny pozice
od nejjednodussi (az kam néas to bavi), pfifazujeme ¢isla a vyuzivame pfitom pravidlo
pro s¢itani a pravidlo nejmensiho chybéjiciho.

Véta. Kazda nestranna hra je rovna sn pro néjaké n. Piitom pro hry s konecnym

poctem pozic je n obycejné pFirozené ¢islo, pro obecné hry mize n byt ordinél (jakési
nekoneéné piirozené ¢islo).
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Prehled dulezitych her

0=A{l}

1={0}

2={11}={0,1|}=1+1
-1={|0}
1/2={0]1}
3/4={1/2]1}

*+={0]0}

*2 = {0,% | 0,*}
s«n={0,*%1,---x (n—1)]0,%1,...,%x(n— 1)}

T=1{0]+}
T%={0,*|0} =7 +x
T={0[T«}=T+1
Tx={0Tt=T+1+x
L={]0}=-1
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