Hledani extrémiu

BARA KOCIANOVA

ABSTRAKT. Najit minimum nebo maximum je tkolem v mnohych problémovych
ulohach a bohuzel je také zdrojem jedné z nejcastéjcich avahovych chyb pii dikazu.
Proto si ukazeme nékolik piikladii, jak dokézat nalezeni extrému spravné. Ulohy uve-
dené v tomto prispévku maji jinak jen malo spolecného: prosté se v nich hleda néjaky
extrém.

Uloha. (Motivaéni) Kolik koiifi je mozné nasklddat na klasickou sachovnici 8 x 8,
aby se vzajemné neohrozovaly?

Reseni. (Spatné) Vezmeme osm konifi a ddme je do prvniho fadku sachovnice. Pak
vyskrtdme policka, kterd musi zlistat prazdné, a zjistime, Ze jsou to nasledujici dva
radky. Do ¢tvrtého umistime dalsich osm kont a zopakujeme postup. Vyjde nam,
ze na Sachovnici mtzeme koné umistit do tii celych fadki, a dohromady mame tedy
dvacet ¢tyfi komnt. A to je maximum, protoZe jsme postupovali nejlepSim moZnym
zptsobem, abychom jich na Sachovnici dostali co nejvic. Vic jich uz byt nemfze.
Tecka.

Proc¢ je feSeni $patné? Jak uvidime, ddva nespravnou odpovéd. Diilezit&jsi ale je,
ze tvrdi, Ze néjaky feSitelem vybrany zptsob umistovani figurek je nejlepsi mozny.
Neni to pravda. A i kdyby nahodou byla, muselo by se to dokazat, a to poradné.

Reseni. (Stéle $patné) Umistime koné na jednu diagondlu. Vyskrtdme policka,
ktera néjaky kun ohrozuje. VSimneme si, ze diagonaly ,ob jedna vedle“ zistaly
volné, tak na né umistime dalsi koné. Podobnym postupem dokazeme umistit koné
na vSechna policka kazdé druhé diagondly, kterych je dohromady 32. To je tedy
maximum. Tecka.

Proc¢ je toto feSeni Spatné? Naslo sice spravny vysledek, ale Spatnou tuvahou.
Podobné jako v predchozim priipadé si jen tak mysli, ze zrovna tohle je nejlepsi
taktika na umisfovani kont. Ale viibec netfikd, pro¢ by to méla byt pravda. Co
kdybychom zacali na vedlejsi diagonale, nepostavili bychom tam téch kont ndhodou
vic? Nebo co kdybychom misto po diagonalach zacali umistovat koné néjak jinak?
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Jak to tedy délat spravné?

Reseni. (Spravné!) Postavime jednoho koné na $achovnici. V&imneme si, Ze ohro-
zuje jen policka, kterd maji opacnou barvu nez to, na némz stoji. Zamyslime se nad
tim a zjistime, Ze to neplati jen pro tohoto koné, ale plati to obecné. Tedy urcité
umime na Sachovnici umistit aspon 32 kont, protoze tolik je poli jedné barvy.

Je to ale opravdu maximum? Rozdélme si Sachovnici na osm obdélniki 2 x 4.
Kdyby na Sachovnici mohlo byt konu vic, muselo by podle Dirichletova principu
v nékterém z nich byt aspon pét koni. Jenze kazdy z konidl v tomto obdélniku na
jednom poli stoji a jedno ohrozuje, pét koiiti (a tim spis ne vice) se tam tedy nevejde.
Tim jsme dokazali, Ze vic nez 32 jich na Sachovnici byt nesmi, 32 jich tam umime
postavit, mame tedy hotovo. Tecka!

Mozné to ptisobi az pfehnané, ale je to opravdu ¢astd tivahova chyba, byt ne vzdy
v takto jasnych pripadech.

Obecné se tvrzeni, Ze je néco minimum (maximum), dokazuje jako v poslednim
ukéazkovém feseni. Najdeme néjakého kandidata na extrém, dokdzeme, ze splituje za-
danou vlastnost, a pak dokdzeme, Ze nic mensiho (vét§iho) dané podminky nespliiuje.
A nebo klidné totéz v opacném poradi.

Pojdme to zkusit!

Priklad 1. Méjme Sachovnici 2n x 2n, které nékdo vylomil dvé protilehld rohova
policka. Kolik nejvice dominovych kostek 1 x 2 na ni mizeme naskladat?

Priklad 2. Hokejového turnaje se zi¢astnila ¢tyfi druzstva a kazdé hrélo s kazdym
pravé jeden zapas. Pocet branek vstielenych v kazdém utkani déli celkovy pocet gélu
v turnaji, pfiCemz v zadnych dvou zapasech jich nepadl stejny pocet. Kolik nejméné
mohlo v turnaji padnout branek? (MO 55-C-1-1)

Piiklad 3. Méme trojuhelnik s ¢isly od jedné do Sesti napsanymi u jeho vrchola a
stfedtt stran. Kdyz pro kazdou stranu sec¢teme tii ¢isla na ni napsand, nejvétsi soucet
bude patnéct. Kdyz po dvou sec¢teme ¢isla napsané uprostied stran, nejmensi soucet
bude ¢tyfi. Jaky nejvyssi mohl byt soucet ¢isel napsanych u vrchold?

(PraSe 33-4-1)

Priklad 4. Najdéte kladna redlna ¢isla a, b, ¢ takové, aby jejich soucet byl sto a
jejich soudin byl co nejvétsi. (PraSe 7-5-1)

Priklad 5. Najdéte pfirozena ¢isla a, b, ¢ takova, aby jejich soucet byl sto a jejich
soucin byl co nejvétsi. (PraSe 7-5-1)

Priklad 6. Na c¢tvereckovaném papite 5x 5 hrajeme lodé, pfi¢emz soupet méa pravé

jednu lod. Ta je ve tvaru tetromina L, tedy fada t¥i ¢tverecki, pficemz na né&jakém

konci je nalepeny jeden do boku. Kolik poli musime aspon vyzkouset, abychom méli

jistotu, ze lod zasdhneme? (MO 58-B-11-2)
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Priklad 7. Méjme étverec, v némz je v pravidelnych rozestupech umisténo devét
bodu tak, ze tvori tfi fadky a t¥i sloupce. Kolik nejméné ¢tverci musime pridat,
aby nebylo mozné spojit zadné dva body kfivkou, aniz bychom pfekrocili néjaky
Gtverec? (PraSe 27-5-1)

Piiklad 8. Mame ¢isla od jedné do padesati a chceme je usporadat na kruznici
tak, aby soucet vSech absolutnich hodnot rozdilii sousednich ¢isel byl co nejmensi.
Jak to mame udélat a jaké bude toto minimum? (PraSe 33-4-2)
Priklad 9. Jaky nejvyssi mize byt soucet redlnych &isel x, y, pro kterd plati
2?2 4 27y + 4y? = 17 (PraSe 21-1-2)
Priklad 10. Najdéte reilna &isla p, ¢ tak, aby rovnice 22 + px + ¢+ 1 = 0 méla
realné feseni a soucet p? + ¢? byl nejmensi mozny. (PraSe 21-14)
Priklad 11. Méjme atvar sloZeny z Sesti fad ¢tvereckti pod sebou o poctech dva,
Ctyfi, Sest, Sest, Ctyfi a dva Ctverecky, priCemz je osové soumérny podle svislé i
vodorovné osy. Kolik nejvice ¢tvereckit mizeme obarvit, aby v zadné sikmé fadé
nebyly t¥i obarvené vedle sebe? (MO 49-C-11-4)
Priklad 12. Mséjme pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu C. Pro
jakou polohu bodu P umisténého na obvodu trojuhelniku bude |PA| + |PB| + |PC|
nejmensi? (PraSe 27-5-3)
Priklad 13. Jaky nejvyssi poéet podmnozin mnoziny {1,2,...,n} mizeme vybrat,
aby zadné dvé z nich nemély spolecné vice nez dva prvky?

Piiklad 14. Kolik nejvice ¢isel miizeme vybrat z mnoziny {1,2,...,99} tak, aby
soudet zadnych dvou z nich nebyl délitelny jedendcti? (MO 58-C-1-5)
Priklad 15. Najdéte nejmensi k pfirozené takové, ze kazda k-prvkova mnozina
dvojcifernych ¢isel obsahuje néjaké prvocislo. (MO 56-B-1-3)
Priklad 16. Méjme ostrotuhly trojuhelnik ABC'. Pro libovolny bod L jeho strany
AB ozna¢me K, M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC. Pro kterou polohu
bodu L je tse¢ka KM nejkratsi? (MO 56-B-11-4)
Pfiklad 17. Najdéte minimum a maximum vyrazu a(1 — b) + b(1 — ¢) + ¢(1 — a)
pro a,b,c € (0,1).

Piiklad 18. Pomoci nalezeni extrému vyrazu V(a,b,¢) =a+b+c+4(1—a)(l —
b)(1 — ¢) 4 3abc dokazte pro a,b,c € (0,1) nerovnost

1< V(a,b,c)<6.
(PraSe 28-7-6)
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