Reseni Rubikovy kostky

LiBor BARTO — 11. DUBNA 2001 N

Tento text je soupisem pojmi z teorie grup, které se hodi pfi feSeni rtiznych hlavolami typu
Rubikova kostka, Patnictka, ... Samotné feSeni zde nenajdete.

Permutace

Permutace, skladani, identickd a inverzni permutace.

e Permutaci na mnoziné X budeme rozumét zobrazeni ¢ : X — X, které je vzidjemné jedno-
zna¢né (tedy riznym prvkim p¥iFadi riizné prvky a kazdy prvek je obrazem néjakého prvku).
My se setkdme pouze s piipady, kdy X je koneénd mnozZina.

e SloZeni dvou permutaci o, p na X je permutace oo ¢ na X definovana jako oo o(z) = p(o(x))
(je to tedy b&zné slozené zobrazeni, ale v opa¢ném poradi).

e Permutaci ¢, kterd ,nic nedéla®, tedy (Vo € X) i(z) = z, nazyvame identickd permutace.

o Inverzni permutaci k permutaci o znagime p—1, je to inverzni zobrazeni k zobrazeni p, tedy
0™ (i) = j pravé kdy? o(j) = i.

Zapis permutaci.

e Permutaci mtZeme zapsat tabulkou: do horniho Ffadku napiSeme prvky mnoZiny X (nejcastéji
prirozend &isla) a do spodniho Fadku jejich obrazy.

e Dalsi moZnosti je zndzornit permutaci grafem. Vrcholy grafu budou prvky mnoziny X. Z vr-
cholu z povede Sipka do vrcholu y pravé tehdy, kdyZ permutace zobrazi z do y. Z kazdého
vrcholu a do kazdého vrcholu grafu povede pravé jedna Sipka.

e Posledni moznosti, o které se zminime, je zépis vyctem cyklt: napf. (1)(2,4,3)(5,6) je zapis
permutace o na X = 1,2,3,4,5,6, pfi které o(1) = 1,0(2) = 4,0(4) = 3,0(3) = 2,0(5) =
6,0(6) = 5. Cykly téz pé&kn& vidime na grafu permutace. Pokud znidme mnozinu X, tak se
vétSinou ze zdpisu vynechavaji cykly délky 1.

Je dobré si uvédomit, jak se udéld tabulka, graf a vycet cykla slozené permutace a permutace
inverzni.

Sudé a liché permutace. Permutaci o fikdme sudd (resp. lichd), je-li rozdil mezi po¢tem
prvki X a po¢tem cykld v o sudy (resp. lichy) (zde musime poé&itat i cykly délky 1). SloZzenim dvou
sudych nebo dvou lichych permutaci je sudd permutace, slozeni sudé s lichou nebo liché se sudou
je permutace licha.

Permutace je sudd, pravé kdyz ma sudy pocet cyklt sudé délky (a je lichd pravé kdyZz ma lichy
pocet cykld sudé délky).

Lze ukézat, Ze kaZzdou permutaci lze vyjadrit jako sloZeni transpozic (transpozice je permutace
s jednim cyklem délky 2). Permutace je sudd, pravé kdyZ ji lze slozit ze sudého po&tu transpozic.



KrouZek matematiky

Kazdou sudou permutaci lze vyjadFit jako slozeni trojcykld (trojcyklus je permutace s jednim
cyklem délky 3).

Konjugované permutace. Permutacim p a gopo ¢~! budeme ¥ikat konjugované permutace.
Permutace gopog~ ! ,d&la to samé, co permutace p ale na jinych prvcich®. Napiiklad pokud mame
permutaci p zapsanou vy&tem cykli jako p = (1,2,3)(4,5), vydet cykli permutace gopog~! bude
(7' (1), a7 H(2), a7 3)) (@ (4), a7 (5)).

Grupy

Definice grupy. Grupa G je &tvefice (G,o,i, '), kde G je mnoZina, o je bindrni operace na G
(operace priradi kazdym dvéma prvkim G prvek G), i € G, ~! je unérni operace na G (kaZdému
prvku G priradi n&jaky prvek G) a pro libovolné tfi prvky z,y, z mnoZiny G plati tyto axiomy:

e (zoy)oz==xo(yoz) (asociativita)

e jox=xo0i=ux (i je neutrdlni prvek)

ezorx !=x"lox=i (27! jeinverzni prvek)

Pocet prvkil (mohutnost) mnoZiny G se nazyva #did grupy G. MnoZina G se nazyva nosnd mnoZina
grupy G.

Spliuje-li operace o navic podminku Vz,y € G x oy = y oz, pak hovofime o komutativni nebo
abelovské grupé.

Ms&jme podmnozinu H mnoziny G takovou, %¢ H = (H,o,i, ') je grupa. Tato grupa se nazyvéa
podgrupa grupy G. Ke kazda grupé€ najdeme alespoii dvé podgrupy — samotné grupa G a grupa
s jedinym prvkem v nosné mno%ing — ({i}, 0,4, 1 ). Témto podgrupdm ¥ikdme trivialni.

O podmnoziné M mnoziny G fikdme, Ze je mnoZinou generdtori, pokud lze vechny prvky G ziskat
operaci o a inverzemi z prvkd mnoziny M. Naopak, pokud madme podmnozinu M mnoziny G, pak
v8echny prvky, které lze ziskat z prvki M operaci o a inverzemi tvofi podgrupu G, které rikdme
podgrupa generovand mnozinou M.

Lagrangeova véta. Je-li # podgrupa konecné grupy G, pak rfad grupy H déli fad grupy G.

Dulezité piiklady grup.

e Mnozina celych (raciondlnich, redlnych, komplexnich) &isel tvo¥i s operaci s€itani komutativni
grupu. Neutralni prvkem je 0, inverzni prvek k x je —z.

e Mnozina racionélnich (redlnych, komplexnich) ¢isel bez nuly tvoii s operaci ndsobeni komu-
tativni grupu. Neutrdlni prvkem je 1, inverzni prvek k z je %

e Mnozina v8ech permutaci na dané kone¢né mnoziné X spolu s operaci skladani tvofi grupu,
kterou zna¢ime Sx a fikdme ji symetrickd grupa. Neutralnim prvkem je identickd permutace,
inverznim prvkem je inverzni permutace. Symetrickou grupu na mnoziné X = {1,2,...,n}
oznalujeme Sy. Jeji mnozinou generdtort je napf. mnozina vSech transpozic.

e MmnozZina vSech sudych permutaci na dané kone¢né mnoziné X spolu s operaci skladani je
podgrupu Sx, znafime Ax a fikdme ji alternujici grupa. Jeji mnozinou generdtord je napf.
mnozina vSech trojcykli.
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e Mnozina &isel {0, 1,...,n—1} tvoii s operaci s¢itdni modulo n komutativni grupu. Tato grupa
se nazyva cyklickd a znali se Zn. Jeji mnoZinou generdtort je nap¥. mnoZina {1}.

Konjugované prvky, normalni podgrupy. Prvky p a gopog~! libovolné grupy se nazyvaji
konjugované.

Mg&jme podgrupu H grupy G (nosné mnoZiny jsou H, G). Rekneme, %e H je normdini podgrupa G,
pokud s kazdym prvkem H obsahuje mnozina H i vSechny prvky konjugované (v grupé G) — tedy
plati (Ve € Hyy € G) yoxoy~ ! € H.

Grupy permutaci. UvaZujeme n&jakou podgrupu A (s nosnou mnoZinou A) grupy Sx. Rek-
neme, ze prvky a,b € X jsou ekvivalentni, pokud existuje permutace o € A takova, Ze o(a) = b.
Lze ukézat, Ze mnozinu X lze rozloZit na navzijem disjunktni podmoziny (tzv. orbity tranzitivity)
tak, Ze v kazdé orbité jsou vSechny dvojice prvka ekvivalentni.

Grupa A se nazyva k-tranzitivni, pokud pro kazdé dvé posloupnosti i1,...,% a ji,-..,Ji raznych
prvki X existuje permutace g € A takovd, Ze o(i1) = ji,...,0(ix) = jk-

Piiklady

1.priklad VyfFeste v8echny hlavolamy, které mate doma (tj. popiste podminky, kdy je pozice
FeSitelnd a najdéte postupy, kterymi hlavolam uvedete z libovolné pozice do pozice zakladni).

2. priklad Uvazujme podgrupu Si2 generovanou prvky

a=(12)(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11),

b= (1)(2)(9)(12)(3, 7,11,8)(4,10,5,6),
¢ = (1,12)(2,11)(3,6)(4, 8)(5,9)(7, 10).

Dokazte, Ze je tato grupa l-tranzitivni, 2-tranzitivni, ..., 5-tranzitivni. Pokud se dostanete az
k 5-tranzitivité, pokuste se dokdazat, Ze neni 6-tranzitivni.

3. priklad Zadéni stejné jako u predchoziho prikladu s tim rozdilem, Ze uvazujeme podgrupu Sa24
generovanou prvky

a=(24)(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23),
b= (1)(2)(6)(24)(3, 17,10, 7,9)(4, 13, 14, 19, 5)(8, 18, 11, 12, 23)(15, 20, 22, 21, 16),
c = (1,24)(2,23)(3,12)(4, 16)(5, 18)(6, 10)(7, 20)(8, 14)(9, 21)(11, 17)(13, 22)(15, 19).

4.piiklad DokaZte, ze Ay, neobsahuje (pro zddné n > 5) zddnou netrividlni normdlni podgrupu.
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