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Tento text je soupisem pojmù z teorie grup, které se hodí pøi øe¹ení rùznýh hlavolamù typu

Rubikova kostka, Patnátka, : : : Samotné øe¹ení zde nenajdete.

Permutae

Permutae, skládání, identiká a inverzní permutae.

� Permutaí na mno¾inì X budeme rozumìt zobrazení � : X ! X, které je vzájemnì jedno-

znaèné (tedy rùzným prvkùm pøiøadí rùzné prvky a ka¾dý prvek je obrazem nìjakého prvku).

My se setkáme pouze s pøípady, kdy X je koneèná mno¾ina.

� Slo¾ení dvou permutaí �; % na X je permutae � Æ % na X de�novaná jako � Æ %(x) = %(�(x))

(je to tedy bì¾né slo¾ené zobrazení, ale v opaèném poøadí).

� Permutai i, která þni nedìláÿ, tedy (8x 2 X) i(x) = x, nazýváme identiká permutae.

� Inverzní permutai k permutai % znaèíme %

�1

, je to inverzní zobrazení k zobrazení %, tedy

%

�1

(i) = j právì kdy¾ %(j) = i.

Zápis permutaí.

� Permutai mù¾eme zapsat tabulkou: do horního øádku napí¹eme prvky mno¾iny X (nejèastìji

pøirozená èísla) a do spodního øádku jejih obrazy.

� Dal¹í mo¾ností je znázornit permutai grafem. Vrholy grafu budou prvky mno¾iny X. Z vr-

holu x povede ¹ipka do vrholu y právì tehdy, kdy¾ permutae zobrazí x do y. Z ka¾dého

vrholu a do ka¾dého vrholu grafu povede právì jedna ¹ipka.

� Poslední mo¾ností, o které se zmíníme, je zápis výètem yklù: napø. (1)(2; 4; 3)(5; 6) je zápis

permutae � na X = 1; 2; 3; 4; 5; 6, pøi které �(1) = 1; �(2) = 4; �(4) = 3; �(3) = 2; �(5) =

6; �(6) = 5: Cykly té¾ pìknì vidíme na grafu permutae. Pokud známe mno¾inu X, tak se

vìt¹inou ze zápisu vynehávají ykly délky 1.

Je dobré si uvìdomit, jak se udìlá tabulka, graf a výèet yklù slo¾ené permutae a permutae

inverzní.

Sudé a lihé permutae. Permutai � øíkáme sudá (resp. lihá), je-li rozdíl mezi poètem

prvkù X a poètem yklù v � sudý (resp. lihý) (zde musíme poèítat i ykly délky 1). Slo¾ením dvou

sudýh nebo dvou lihýh permutaí je sudá permutae, slo¾ení sudé s lihou nebo lihé se sudou

je permutae lihá.

Permutae je sudá, právì kdy¾ má sudý poèet yklù sudé délky (a je lihá právì kdy¾ má lihý

poèet yklù sudé délky).

Lze ukázat, ¾e ka¾dou permutai lze vyjádøit jako slo¾ení transpozi (transpozie je permutae

s jedním yklem délky 2). Permutae je sudá, právì kdy¾ ji lze slo¾it ze sudého poètu transpozi.
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Krou¾ek matematiky

Ka¾dou sudou permutai lze vyjádøit jako slo¾ení trojyklù (trojyklus je permutae s jedním

yklem délky 3).

Konjugované permutae. Permutaím p a q Æ p Æ q

�1

budeme øíkat konjugované permutae.

Permutae qÆpÆq

�1

þdìlá to samé, o permutae p ale na jinýh prvíhÿ. Napøíklad pokud máme

permutai p zapsanou výètem yklù jako p = (1; 2; 3)(4; 5), výèet yklù permutae q Æ p Æ q

�1

bude

(q

�1

(1); q

�1

(2); q

�1

(3))(q

�1

(4); q

�1

(5)).

Grupy

De�nie grupy. Grupa G je ètveøie (G; Æ; i;

�1

), kde G je mno¾ina, Æ je binární operae na G

(operae pøiøadí ka¾dým dvìma prvkùm G prvek G), i 2 G,

�1

je unární operae na G (ka¾dému

prvku G pøiøadí nìjaký prvek G) a pro libovolné tøi prvky x; y; z mno¾iny G platí tyto axiomy:

� (x Æ y) Æ z = x Æ (y Æ z) (asoiativita)

� i Æ x = x Æ i = x (i je neutrální prvek)

� x Æ x

�1

= x

�1

Æ x = i (x

�1

je inverzní prvek)

Poèet prvkù (mohutnost) mno¾iny G se nazývá øád grupy G. Mno¾ina G se nazývá nosná mno¾ina

grupy G.

Splòuje-li operae Æ naví podmínku 8x; y 2 G x Æ y = y Æ x; pak hovoøíme o komutativní nebo

abelovské grupì.

Mìjme podmno¾inu H mno¾iny G takovou, ¾e H = (H; Æ; i;

�1

) je grupa. Tato grupa se nazývá

podgrupa grupy G. Ke ka¾dá grupì najdeme alespoò dvì podgrupy | samotná grupa G a grupa

s jediným prvkem v nosné mno¾inì | (fig; Æ; i;

�1

). Tìmto podgrupám øíkáme triviální.

O podmno¾inì M mno¾iny G øíkáme, ¾e je mno¾inou generátorù, pokud lze v¹ehny prvky G získat

operaí Æ a inverzemi z prvkù mno¾iny M . Naopak, pokud máme podmno¾inu M mno¾iny G, pak

v¹ehny prvky, které lze získat z prvkù M operaí Æ a inverzemi tvoøí podgrupu G, které øíkáme

podgrupa generovaná mno¾inou M .

Lagrangeova vìta. Je-li H podgrupa koneèné grupy G, pak øád grupy H dìlí øád grupy G.

Dùle¾ité pøíklady grup.

� Mno¾ina elýh (raionálníh, reálnýh, komplexníh) èísel tvoøí s operaí sèítání komutativní

grupu. Neutrální prvkem je 0, inverzní prvek k x je �x.

� Mno¾ina raionálníh (reálnýh, komplexníh) èísel bez nuly tvoøí s operaí násobení komu-

tativní grupu. Neutrální prvkem je 1, inverzní prvek k x je

1

x

.

� Mno¾ina v¹eh permutaí na dané koneèné mno¾inì X spolu s operaí skládání tvoøí grupu,

kterou znaèíme S

X

a øíkáme jí symetriká grupa. Neutrálním prvkem je identiká permutae,

inverzním prvkem je inverzní permutae. Symetrikou grupu na mno¾inì X = f1; 2; : : : ; ng

oznaèujeme S

n

. Její mno¾inou generátorù je napø. mno¾ina v¹eh transpozi.

� Mno¾ina v¹eh sudýh permutaí na dané koneèné mno¾inì X spolu s operaí skládání je

podgrupu S

X

, znaèíme A

X

a øíkáme jí alternujíí grupa. Její mno¾inou generátorù je napø.

mno¾ina v¹eh trojyklù.
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Øe¹ení Rubikovy kostky

� Mno¾ina èísel f0; 1; : : : ; n�1g tvoøí s operaí sèítání modulo n komutativní grupu. Tato grupa

se nazývá ykliká a znaèí se Z

n

. Její mno¾inou generátorù je napø. mno¾ina f1g.

Konjugované prvky, normální podgrupy. Prvky p a q Æ p Æ q

�1

libovolné grupy se nazývají

konjugované.

Mìjme podgrupu H grupy G (nosné mno¾iny jsou H, G). Øekneme, ¾e H je normální podgrupa G,

pokud s ka¾dým prvkem H obsahuje mno¾ina H i v¹ehny prvky konjugované (v grupì G) | tedy

platí (8x 2 H;y 2 G) y Æ x Æ y

�1

2 H.

Grupy permutaí. Uva¾ujeme nìjakou podgrupu A (s nosnou mno¾inou A) grupy S

X

. Øek-

neme, ¾e prvky a; b 2 X jsou ekvivalentní, pokud existuje permutae % 2 A taková, ¾e %(a) = b.

Lze ukázat, ¾e mno¾inu X lze rozlo¾it na navzájem disjunktní podmo¾iny (tzv. orbity tranzitivity)

tak, ¾e v ka¾dé orbitì jsou v¹ehny dvojie prvkù ekvivalentní.

Grupa A se nazývá k-tranzitivní, pokud pro ka¾dé dvì posloupnosti i

1

; : : : ; i

k

a j

1

; : : : ; j

k

rùznýh

prvkù X existuje permutae % 2 A taková, ¾e %(i

1

) = j

1

; : : : ; %(i

k

) = j

k

.

Pøíklady

1. pøíklad Vyøe¹te v¹ehny hlavolamy, které máte doma (tj. popi¹te podmínky, kdy je pozie

øe¹itelná a najdìte postupy, kterými hlavolam uvedete z libovolné pozie do pozie základní).

2. pøíklad Uva¾ujme podgrupu S

12

generovanou prvky

a = (12)(1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11);

b = (1)(2)(9)(12)(3; 7; 11; 8)(4; 10; 5; 6);

 = (1; 12)(2; 11)(3; 6)(4; 8)(5; 9)(7; 10):

Doka¾te, ¾e je tato grupa 1-tranzitivní, 2-tranzitivní, : : : , 5-tranzitivní. Pokud se dostanete a¾

k 5-tranzitivitì, pokuste se dokázat, ¾e není 6-tranzitivní.

3. pøíklad Zadání stejné jako u pøedhozího pøíkladu s tím rozdílem, ¾e uva¾ujeme podgrupu S

24

generovanou prvky

a = (24)(1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 23);

b = (1)(2)(6)(24)(3; 17; 10; 7; 9)(4; 13; 14; 19; 5)(8; 18; 11; 12; 23)(15; 20; 22; 21; 16);

 = (1; 24)(2; 23)(3; 12)(4; 16)(5; 18)(6; 10)(7; 20)(8; 14)(9; 21)(11; 17)(13; 22)(15; 19):

4. pøíklad Doka¾te, ¾e A

n

, neobsahuje (pro ¾ádné n � 5) ¾ádnou netriviální normální podgrupu.
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