Harmonicky ctyfpomér

ToMAS ,,SAVLIK® PAVLiK

ABSTRAKT. Prispévek zkouma specialni konfigurace ¢tyf bodt na pfimce — konfigu-
race, v nichz lezi body v ,,dobrych“ vzdalenostech od sebe. Takové konfigurace maji
totiz fadu pokrocilych vlastnosti, které lze s vyhodou uplatnit pfi FeSeni obtiznych
geometrickych uloh.

Definice. Rekneme, 7e body A, B, C, D lezici na jedné piimce jsou v harmonickém
pomeéru, jestlize

|AB|  |AD|

|BC|  |DC|
Definice. Necht A, B, C, D jsou v harmonickém poméru a bod P lezi mimo jejich
pfimku. Pak pfimky AP, BP, CP, DP tvoii takzvany harmonicky svazek.

Lemma 1. Mé&jme harmonicky svazek z bodu P a pfimku, ktera bodem P nepro-
chazi. Pak priniky pfimky se svazkem tvori harmonicky ¢tyfpomeér.
Lemma 2. Necht A, B, C, D lezi v pfimce a bod P mimo ni. Pak z libovolnych
dvou nasledujicich bodu plyne treti:

(i) A, B, C, D jsou v harmonickém poméru,

(i) |<APC| =90°,

(iii) |<BPC|=|«CPD|.
Priklad 3. Méjme trojuhelnik ABC, bod I je jeho vepsisté, bod E, jeho ptip-
sisté, D je prusecik osy uhlu u bodu A a strany a. Dokazte, Zze A, I, D, E, lezi
v harmonickém poméru.
Priklad 4. Je dan trojuhelnik ABC s ortocentrem H. Oznaéme M stfed strany

BC a Ay, By, Cy paty vysek. Dale oznaéme D = BC N CoBg a F = DHN AM.
Dokazte |[<AFB| = |[<AFC]|.

Priklad 5. Dokazte, Ze pro harmonickou ¢tvefici A, B, C, D plati:

2 11
|AC|  |BC| |CD|
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Priklad 6. Je dan trojuhelnik ABC, I je incentrum, Fj je stied kruZnice pfipsané
naproti vrcholu B, H je ortocentrum a O je stfed kruznice opsané. Dokazte, Ze
spojnice téchto ¢tyt bodid s vrcholem A tvoii harmonicky svazek.

Priklad 7. Na kruznici k jsou dany body A, B a E. Dokazte, na ose usecky AB
tvori pruseciky s kruznici k a pfimkami AF a BFE harmonickou ¢tverici.

Priklad 8. Jsou déany tfi pfimky, které neprochazeji jednim bodem a bod X,
ktery lezi mimo né. Zkonstruujte pfimku bodem X tak, aby priseciky tvorily spolu
s bodem X harmonickou ¢tverici.

Priklad 9. Je dan rovnobéZznik ABCD a bod E tak, aby AE || BD. Dokazte, Ze
AB, AC, AD a AFE tvoii harmonicky svazek.

Priklad 10. V trojuhelniku ABC oznacme paty vysek Ay, By a Coy. Bod H je
ortocentrum a K = AAyN ByCy. Dokazte, ze body A, K, H a Ay tvofi harmonickou
¢tverici.

Lemma 11. Necht ABC je trojihelnik a AD, BE, CF tii ceviany prochdzejici
jednim bodem. Ozna¢me G = BC N EF. Pak A, D, B, G lezi v harmonickém
Ctyfpomeéru.

Piiklad 12. Mgéjme kruznici k a bod T'. Z bodu T vedeme te¢ny ke k, které se ji
dotykaji v bodech A a B. Osa thlu AT B protne k v bodech C' a D. Dokazte, ze T,
C, D a stfed tsecky AB tvofi harmonickou ¢tverici.

Lemma 13. Body A, B, C, D lezi v piimce. Oznac¢me O stied usecky AC. Pak
A, B, C, D jsou v harmonickém poméru, pravé kdyz |OC|? = |OB| - |OD|.

Priklad 14. Je dén konvexni ¢tyithelnik ABCD. Pfimky AB a C'D se protnou
v bodé E, piimky BC, AD v bodé F'. Prusecik thlopti¢ek ozna¢me P a patu kolmice
z bodu P na E'F ozna¢me O. Dokazte, ze |[<BOC| = |[<AOD)|.

(Chinese IMO Team Selection Test 2002)

Priklad 15. Je dan trojuhelnik ABC, body dotyku kruZnice vepsané se stranami
BC, CA, AB ozna¢me postupné D, E, F. Bod X lezi uvnitf trojahelniku ABC' tak,
Ze kruznice vepsana trojuhelniku X BC' se dotyka jeho stran v bodech D, Y a Z.
Dokazte, ze E, F', Y, Z lezi na jedné kruznici. (IMO 1995 Shortlist)

Priklad 16. Mé&jme trojuhelnik ABC s pravym thlem u vrcholu A a bod D lezici
na strané AC'. Ozna¢me E obraz bodu A podle BD. Bod F je prusecik C'E' s kolmici
vedenou bodem D na stranu BC. Dokazte, ze AF, DE a BC se protinaji v jednom
bodé. (Romanian Junior Balkan MO Selection Test 2007)

Priklad 17. Je dén trojihelnik ABC, bod D je pruseéik osy thlu pfi vrcholu A a
strany BC'. Spojnice vepsist trojihelniki ABD a ACD protne AB a AC' v bodech
M a N. Dokazte, ze BN, CM a AD prochézi jednim bodem.
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Priklad 18. Mé&jme trojuhelnik ABC s vepsistém I. Body dotyku kruZnice vepsané
s odpovidajicimi stranami oznaéme A;, By, C;. Déle ozna¢me D = BC N C1B; a
F =DINAA;. Dokazte |[<AFB| = |<AFC|.

Priklad 19. Uvnitf trojihelniku ABC je dan bod G. Oznacme D patu kolmice
z G na BC. Najdéte body X € AB,Y € AC tak, aby |[<XDG| = |<Y DG| a G lezel
na XY.

Piiklad 20. KruZnice ki, ko se protinaji v bodech A, B. Predpokladejme, Ze
stied S; kruZnice k1 lezi na ko. Pfimka d prochézejici bodem S protind kruZnici &y
v bodech M a N (M lezi uvnitf k3) a kruznici ke podruhé v bodé P. Dokazte, Ze
|<ABM| = |<MBP|.
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