Harmonické cCtverice

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s konceptem harmonickych pomérta v planimetrii.
Uvadi tvrzeni, diky nimz lze harmonické konfigurace nachazet v geometrickych tlo-
héach olympiadniho typu a pouzivat je k Casto rychlému a elegantnimu FesSeni. Kazda
kapitolka obsahuje né€kolik tloh k procviceni dané techniky.
Umluva. Symbolem AB budeme znagit tradi¢né p¥imku prochézejici body A, B
a nékdy navic i délku orientované usecky s krajnimi body A a B.

Dvojpomér a promitani na pfimky

Méjme primku AB a na ni bod X. Polohu bodu X vzhledem k A a B miZeme
vyjadrit tzv. délicim pomérem.

Definice. Nechf X je bod na pfimce AB rtizny od boda A, B. Délici pomér bodu

X vzhledem k bodtim A a B je ¢slo (AB, X) = 4%.

Cviceni. Rozmyslete si, ze pro dané body A, B je poloha bodu X hodnotou
(AB, X)) jednoznaé¢né uréena. Kdy je (AB, X) > 07

Vzéjemnou polohu ¢tyf bodd na pfimce mizeme popsat podobnou veli¢inou.
Definice. Duvojpomér bodi A, B, C, D (v tomto pofadi) lezicich na jedné pfimce
je ¢islo
(AB,C) AC-BD
(AB,D)  AD-BC’

(AB,CD) =

Cvicéeni. Dokazte, ze
1 1 1
AB,CD)=(CD,AB) = (BA,DC) = = = .
(AB,CD) = (€D, AB) = (BA, ) (AB,DC) (DC,AB) (BA,CD)
Posledni cviceni nam tiké, ze vyznacné hodnoty dvojpoméru jsou 1 a —1. Z rov-
nosti (AB,CD) = 1 ov8em plyne, Ze A = B nebo C = D, takZe nas bude vice
zajimat hodnota —1.

Definice. Body A, B,C,D lezici na pfimce tvofi harmonickou ctverici, pokud
(AB,CD) = —1.
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Cviceni. Rozmyslete si, jak zhruba harmonické ¢tverice vypadaji. V jakém poradi
mohou na pfimce lezet jejich body?
Tvrzeni. Jsou dany piimky p, ¢ a bod X mimo né. Bodem X prochéazeji Ctyfti
piimky, které protinaji pfimku p postupné v bodech A, B, C, D a piimku q postupné
v bodech A’, B', C', D'. Potom plati (AB,CD) = (A'B’,C'D’).

My budeme toto tvrzeni pouzivat hlavné pro promitani harmonickych ctveric.
Prislusné ¢tyti pfimky tvofi v tom piipadé harmonicky svazek.

Jak poznat harmonickou Ctvefici?

To nam velmi usnadni nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. V nasledujicich béznych konfiguracich se vyskytuji harmonické ¢tverice:
(i) Pokud M je stied AB, pak (AB, Mco) = —1.
(ii) Cevidany AD, BE, CF se protinaji v P. Oznacme D' = EF N BC. Pak
(BC,DD') = —1.
(iii) Na priméru AB kruznice k se stfedem O je dan bod X . Je-li X’ jeho obraz
v kruhové inverzi podle k (tj. plati-li |0X|-|0X'| = |OA|?> = |OB|?), pak
(AB, XX') = -1.

Tvrzeni. (,Dvé ze t¥i“) Necht A, B, C, D lezi na pfimce a P mimo ni. Pak
z libovolnych dvou nasledujicich bodii plyne treti:
() (AC,BD) = -1,
(i) [<APC| = 90°,
(i) |«BPC|=|<CPD|, kde thly chipeme orientované.

A konecné jsou tady. ..

Ulohy |

Uloha 1. Mg¢jme trojihelnik ABC, bod I je jeho vepsisté, bod I, jeho A-pFipsisté,
D je priisecik osy thlu u A a strany BC. Dokazte, ze (AD,I1,) = —1.

Uloha 2. Ceviany AD, BE, CF se protinaji v P. Ozna¢me Q = BC N EF,
R=ADNEF,S=CFNBRaT=DFnN BR. Ukazte, ze

(QR,EF) = (AP,DR) = (CS, PF) = (BS,RT) = —1.

Uloha 3. Body D, E, F jsou zvoleny postupné na stranach BC, C A, AB troji-

helniku ABC tak, e AD N BENCF = K. Pfimka F'D protind pfimku BE v bodé

X, P je stied tsecky AK a EP protind pfimku AB v bodé Y. Dokazte XY || AD.
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Uloha 4. Na piimce p jsou dany body B, D, C v tomto pofadi. Dokazte, Ze viechny
body A takové, ze AD je osa thlu BAC, lezi na pevné kruzmici (tzv. Apolloniové
kruznici).

Uloha 5. (Blanchet Theorem) Na A-vysce AD trojihelnika ABC je dan bod P.
Oznaéme X = BP N AC,Y = CP N AB. Dokaite |<XDA| = |<Y DA].

Uloha 6. Je dan trojihelnik ABC, body dotyku kruznice vepsané se stranami
BC, CA, AB ozna¢me postupné D, E, F. Bod X lezi uvnitf trojihelniku ABC tak,
ze kruznice vepsané trojuhelniku X BC' se dotyka jeho stran v bodech D, Y a Z.
Dokazte, ze E, F, Y, Z lezi na jedné kruznici. (IMO Shorlist 1995)

Uloha 7. V trojahelniku ABC ozna¢me D patu osy uhlu u A a I, I, vepsisté
trojuhelniki ABD, ACD.
(1) (Sharygin 2013) Je-li @ = BC N I 1., dokazte |[<DAQ| = 90°.
(2) Oznacgime-li priseéiky IpI. s AB, AC postupné M, N, dokazte, ze MC a
N B se protnou na AD.

Uloha 8. Je déna kruznice w se stfedem O a tétivou AB (O ¢ AB). Bod C lezi na
w tak, ze AC puli tsecku OB. Oznacme D = ABNOC a F = BC N AO. Dokazte,
7e |AF| = |CD,|.

Harmonické ctyrahelniky

UziteCnym nastrojim neni zdaleka konec. Co zkusit promitat na kruznice?

Tvrzeni. Je dan bod P lezici na kruznici k a mimo pfimku p. Pfimky a, b, ¢, d
protnoup v A", B, C'", D' ak v A, B, C, D. Pak plati

AC| - |BD|
A'B,C'D)| = |AC]-|BD| A
I ) |AD| - |BC|
Definice. Rekneme, ze tétivovy &tyfuhelnik ABCD je harmonicky, pokud pro
délky jeho stran plati ac = bd.

Pozorovani. S pouzitim pfedchoziho tvrzeni si snadno rozmyslime, Ze ¢tyithelnik
ABCD vepsany do kruznice w je harmonicky pravé tehdy, kdyz pro libovolny bod
P € w tvoii piimky PA, PB, PC, PD harmonicky svazek.?

Tvrzeni. (O harmonickych ¢tyfahelnicich) Bud D bod na oblouku BC' kruznice
k opsané trojuhelniku ABC, ktery neobsahuje bod A. Pak néasledujici tvrzeni jsou

LObecnéjsi tvrzeni bez absolutnich hodnot také plati, ale potiebovali bychom k jeho formulaci
komplexni ¢isla.
2Pokud napiiklad P = A, uvazujeme misto PA teénu k w v bodé A.
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ekvivalentni:

(i) Ctyitihelnik ABDC' je harmonicky.
(ii) Piimka AD je A-symedidna v AABC (tedy ¢éra symetricks s A-téznici podle
osy thlu u A).
(iii) Piimka AD a tec¢ny ke k skrz B a C prochazeji jednim bodem.

Cvi¢eni. Uhlopiicky tétivového étyithelniku ABCD se protinaji v P. Dokazte, ze
pokud je BP symedidna v ABC, pak AP je symedidna v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

Pojdme to vyzkouset!

Ulohy 1

Uloha 9. Kruznice vepsana rovnoramennému trojihelniku ABC (|AB| = |AC|)

se dotykd AC v E. Pfimka rtizna od BFE vedend bodem B protiné kruznici vepsanou

v bodech F, G. P¥imky EF, EG protnou BC v K, L. Dokazte |BK| = |CL].
(MEMO 2008)

Uloha 10. V trojihelniku ABC plati |AC| = 2|AB|. Oznaéme P priisecik tecen
k jemu opsané kruznici w vedenych body A a C. DokazZte, Ze prusecik pfimky BP a
osy strany BC lezi na kruznici w. (CR TST 2012)

Uloha 11. Necht ABCD je konvexni ¢tyftihelnik. Oznaé¢me F = ABNCD, E =
ADNBC aT = AC N BD. Predpokladejme, ze A, B, T, E lezi na kruznici, ktera
protind pfimku EF v bodé P. Ozna¢me M stied usecky AB. Dokazte, ze |<TAPM| =
|<BPT|. (fran TST 2004)

Uloha 12. Paty kolmic z bodu D tétivového étyithelniku ABCD na piimky
BC,CA, AB ozna¢me postupné P,Q, R. Dokazte, 7e |PQ| = |QR| pravé tehdy,
kdyz se osy thlt <ABC a <ADC protinaji na uhloptiéce AC. (IMO 2003)

Uloha 13. V tétivovém pétitthelniku ABCDE plati AC | DE a stied M tétivy
BD spliwje |[<AM B| = |<BMC|. Dokazte, ze BE puli tétivu AC.

Polary

Poslednim objektem, ktery si ukazeme, budou poldry. Motivaci pro jejich zkoumani
je nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Tecény ke kruznici k vedené bodem A se ji dotykaji v bodech T, U.
Piimka p prochazejici bodem A protne primku TU v B a kruznici k v X, Y. Pak
(AB,XY) = —1.
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Definice. Bud k kruZnice se stfedem O a X # O. Pfimku, kterd prochézi obrazem
X’ bodu X v kruhové inverzi podle k a je kolma na OX, nazyvame poldrou bodu
X (vzhledem ke k). Bod X je pdl piimky p (vzhledem ke k).

Tvrzeni. At P, Q jsou body a p, q jejich polary (vzhledem k néjaké kruznici k).
Pak plati, ze pokud P lezi na q, pak @ lezi na p.

Tvrzeni. Ctyfihelnik ABCD je vepsany do kruznice k. Oznacme P = AC N BD,
Q = ABNCD a R = AD n BC. Pak trojuhelnik PQR je selfpolar, tedy PQ je
polara bodu R, PR je polara bodu @Q a QR je polara bodu P.

Ted uZ to musi jit samo, ne?

Ulohy 111

Uloha 14. Je déna kruznice k a piimka p, kterd ji neprotina. Po piimce p se
pohybuje bod P. Tecny z P ke k se ji dotykaji v T a U. Dokazte, ze pfimka TU
prochézi pevnym bodem.

Uloha 15. Je déna pilkruznice v s pramérem UV. Jeji body P, @Q spliwji UP <
UQ. Tecny k v v bodech P a @ se protinaji v bodé R. Oznac¢me S = UP N VQ.
Dokazte RS L UV.

Uloha 16. Je dan trojuhelnik ABC s vepsistém I. Body dotyku kruznice vepsané
s odpovidajicimi stranami ozna¢me A;, By, C1. Déle ozna¢me D = BC N B1C; a
F =DIN AA;. Dokazte |[<AFB| = |[<AFC|.

Uloha 17. Kruznice vepsané trojthelniku ABC' se stiedem I se dotyké jeho stran
AB, AC v F, E. Ozna¢me N pruseCik EF a A-téznice AM. Dokazte NI 1 BC.

Obtizn&ji dlohy

Uloha 18. Je dén ostrouhly trojihelnik ABC' s ortocentrem H. KruZnice s primé-

rem AB protne CH v bodech X a Y, kruZnice s prumérem AC protne BH v bodech

Z a W. Dokazte, Ze (nezédvisle na oznaceni) se XZ a YW protinaji na BC.
(Brazilie 2013)

Uloha 19. KruZnice vepsané trojihelniku ABC se dotyké jeho stran BC, CA,
ABv D, E, F. Usecka AD protne vepsanou podruhé v .J a ptimky B.J, C'J protnou
vepsanou podruhé v K, L. Dokazte, ze KC, LB a AD prochézeji jednim bodem.

Uloha 20. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC' s patou A-vysky D a kolmistém H.

KruzZnice skrz B a C protne kruznici nad primérem AH v X a Y. Oznacime-li P

projekci D na XY, dokazte |[<BPD| = |<CPD|. (Japonsko 2013)
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Uloha 21. Je dén konvexni étyithelnik ABCD. Piimky AB a CD se protnou
v bodé E, pfimky BC, AD v bodé F. Prusec¢ik tihlopticek ozna¢me P a projekci P

na EF ozna¢me O. Dokazte, ze |[<BOC| = |[<AOD)|. (China TST 2002)
Navody

1. Vyuzijte tvrzeni ,dveé ze t¥i“.

2. Vzdy najdéte spravny bod, z néjz promitat.

3. Najdéte harmonicky svazek vychézejici z Y.

4. Dokreslete ctvrtého do party k B, D, C' a vyuzijte tvrzeni ,dvé ze tii“.

5. Zkombinujte konfiguraci ,,Ceva—Mene* a tvrzeni ,dvé ze t¥i“.

6. Ctvrty do party k B, D, C' a mocnost.

7. (1) Kde je ¢tvrty do party k I,1. a X = AD N I,1.7 (2) Pokud maji dvé har-

monické ctvefice spoleény bod, pak spojnice zbylych tfi odpovidajicich si dvojic
prochéazeji jednim bodem.

8. Dokazte sporem(!), ze OB || FD.

9. Oznacte zbylé body dotyku, najdéte harmonicky ¢tyithelnik a promitnéte ho.
10. Dokazte, ze BX, kde X je prinik osy BC a w, je symedidna v ABC.

11. Dokazte, ze PATB je harmonicky.

12. Dokazte, ze oba vyroky jsou ekvivalentni s tim, ze ABC'D je harmonicky.
13. Zacnéte tim, ze AC je symedidna v ABD.

14. Kterym zajimavym bodem prochazi polara bodu na pfimce p?

15. Dokazte, ze RS je polara bodu K.

16. Dokazte a vyuZijte, ze AA; je polara D.

17. Dokazujte, Ze N je pdl rovnobézky s BC bodem A.

18. Pokud maji dvé harmonické ¢tvefice spoleény bod, pak zbylé tfi spojnice pro-
chéazeji jednim bodem.

19. Ukazte, ze JKDL je harmonicky.
20. Chordaly t¥i kruznic prochazeji jednim bodem.

21. Dokazte, ze OP je spolefna osa jistych dvou uhla.
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