Grafy pod vodou

PETER ,,mTR“ KORCSOK

ABSTRAKT. V tejto prednaske sa budeme zaoberat tokmi: v prvej polovici to budi
toky v sietach, v druhej ¢asti ich zobecnime na Tubovolny graf. Nauc¢ime sa, kedy vobec
hladany tok existuje a ako ho najst.

Ked ste este boli defmi, urdite ste sa radi hravali na pieskovisku. Okrem stavania
hradov a zahrabdvania kamaratov sa v piesku daja vytvarat kdejaké chodbicky, ktoré
sa rozne spajaju a krizia. Teraz sme uz sice starsi, ale skisme sa trochu vratit v case
a podme sa trochu pohrat s bludiskami z piesku.

Pustite vodu!

Uz dévnejsie sme v gardzi nasli hadicu, ktorou otecko polieva zahradu, a kedze
teraz nie je doma, prirodzene nas napadne vyskusat, ¢o sa bude diat, ked do nasho
bludiska pustime trochu vody. Aby naSa snaha nebola marna, predpokladajme, Ze
voda potecie iba po vytvorenych chodbéach, teda nebude celt stavbu nic¢if ani do
nej vsakovaf :). Volny koniec hadice teda polozime do niektorej chodbicky, na inom
mieste vytvorime otvor, aby voda mohla odtekaf, a naplno otvorime kohutik . ..

Definicia. Orientovany graf G je dvojica (V, E), kde V je neprédzdna mnoZzina
vrcholova E CV x V je mnozina hran, teda usporiadanych dvojic vrcholov.
Definicia. Siefou budeme rozumiet Stvoricu (G, z, s, c), kde G = (V, E) je orien-
tovany graf, z,s € V st dva rozne vrcholy (budeme ich oznacovat zdroj a stok)
ac: E— R(')" je funkcia kapacity jednotlivych hran.

Definicia. Tok v sieti je fubovolna funkcia f : E — RJ, ktord vyhovuje podmien-
kam

(1) pre kazda hranu e € E plati f(e) < c(e),
(2) pre kazdy vrchol v € V okrem zdroja a stoku plati

> f@v)— > flv,z)=0.

(z,v)EE (v,z)EE
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Nam bude stadit, ked sa obmedzime len na celociselné siete a toky, teda c: E — Ny
a f: E — Ny.

Definicia. Nech f je nejaky tok v sieti S = (G, z,s,¢) a R C V, pricom z € R
a s ¢ R. Potom dvojicu (R, R) (skratene len R) nazveme rezom v sieti S a velkost
toku, ktory nim prechadza vyjadrime ako

IR= > fay) - Y ).
(z,y)eE (y,@)eE
zER,yZR z€ER,y¢R
Kapacitu rezu ¢(R) dostaneme analogicky.

Tvrdenie. Majme siet (G, z,s,c) a tok f. Potom hodnota f(R) je nezévisld na
reze R.

Hodnotu f(R) z tvrdenia budeme nazyvat velkost toku f a znagit |f|.
Z druhej podmienky pre tok dostdvame, ze pre fubovolny rez R plati |f| < ¢(R).
Nasledujtca veta ndm urci, kedy nastava rovnost.

Veta. Pre kazdu siet je velkost maximalneho toku rovny kapacite miniméalneho
rezu, teda

ma = min ¢(R).

fto)li|f| R rez ( )

Doékaz tejto vety vyuziva algoritmus od panov Forda a Fulkersona, ktory vzdy
vezme nejaky tok a pokisi sa ho po nejakej (neorientovanej) ceste zlepsit. Aby sa to
podarilo, musi tato cesta spliiat tieto podmienky:

(1) pre kazda hranu e orientovania v smere od z k s plati f(e) < c(e),
(2) pre kazda hranu e orientovani v smere od s k z plati f(e) > 0.

Ak takéto cesta existuje, mozeme siefou poslat o nieco vicsi tok, inak sme uz nasli
tok maximalny.

Dosledok. Pre kazdi celociselnt siet vieme néjst jej maximdlny tok.

A mame zaracha ...

Kym sme si vychutnavali pohlad na bludisko plné vody, prisiel otecko a vodu nam
vypol. Otvor sa ndm podarilo zaplnit skor, ako voda stihla vytiect von, takZe teraz
stoji v chodbickach. Uréite by to bolo krajsie, keby aj nadalej prudila. Ale ako to
docielit?

V tejto ¢asti uz budeme pracovat s neorientovanym grafom — z orientovaného ho
dostaneme napriklad zabudnutim ,smeru®“ hran a pripadne stotoznenim hran medzi
rovnakymi vrcholmi. Specidlne vrcholy pre zdroj a stok uz tiez nebudeme potrebovat
a dokonca mozeme zabudnit aj na kapacitu jednotlivych hran.
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Definicia. Tok v grafe G = (V,E) je dvojica (D, f), kde D je orientacia! hran
grafu G a f: E — R{ spliiajica pre kazdy vrchol v € V' podmienku

Z f(z,v) — Z f(v,z) =0.

(z,v)EED (v,z)EED

Rezom teraz budeme rozumief dvojicu (R, R) (skratene len R) pre Tubovolni
neprazdnu mnozinu R C V, velkost toku prechadzajiceho rezom zadefinujeme ana-
logicky ako pri sietach.

Tvrdenie. Pre lubovolny tok f a Iubovolny rez R plati f(R) = 0.

Daosledok. Nech f je Iubovolny tok a e € E je most. Potom f(e) = 0.

Definicia.
(1) Tok f nazveme nikdenulovgm, pokial neexistuje hrana e € E, Ze f(e) = 0.
(2) Celociselny tok f nazveme k-tokom, ak kazd4 hrana e € F spliia |f(e)| < k.
A na zaver sa pozrime, kedy existuja prave definované toky.

Tvrdenie. Kazdy graf bez mostov ma nikdenulovy tok.

Tvrdenie.

(1) Graf ma 2-tok prave vtedy, ked vSetky jeho vrcholy maji parny stuper.
(2) Kubicky graf ma 3-tok prave vtedy, ked je bipartitny.
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1Za kazdd hranu {z,y} € E priddme do Ep prave jednu z dvojic (z,y) a (y, ).
9



