Grafy a zobrazeni
| Sasa Kazda

Myslis, ze na pojmu barvy a rdznosti barev neni nic ke zobectiovani? Potom je cilem
této prednasky té presvédéit o opaku. Zacéneme nékolika definicemi z teorie grafi.
Nelekej se té spousty znacek, ve skutecnosti je to vSe vcelku pochopitelné.

Motivaéni Gloha. Predstav si, Ze chces zprovoznit sit vysila¢i pro mobilni telefony.

M34s k dispozici néjakych k frekvenci f1, fa, ..., f, z nichz nékteré dvojice (pro znalé

fyziky: harmonické frekvence) by se navzajem mohly rusit, zatimco jiné dvojice je

bezpecné pouzit nardz. Mas k dispozici mapu vysilach a vis, které dvojice vysilaci

jsou ,blizko* a které ,daleko“. Ted bys rad prifadil kazdému vysilaci frekvenci tak,

aby se blizké vysilace navzdjem nerusily (nepouzivaly zakézané dvojice frekvenci).
Jak néco takového hezky matematicky formulovat (a pokud mozno vy¥esit)?

Definice. Graf je uspofddana dvojice G = (V, E), takové, ze, E C (‘g ) Budeme

navic pozadovat, aby V, E byly kone¢né mnoziny, omezime se tedy na konec¢né grafy.

Priklady.

vy
Definice. Grafy G1, G2 jsou isomorfni (znaceno G1 = G2 ) pravé tehdy, kdyz existuje
prosté zobrazeni f : Vg, — Vg, takové, ze f(v), f(u) sousedi prévé tehdy, kdyz v,u

sousedi. Zobrazeni f se pak nazyva isomorfismus.

Lidsky feceno: Dva grafy jsou isomorfni, pokud jsou ,stejné“, jenom jejich vrcholy
se jinak jmenuji.

Definice. Obarveni grafu k barvami je zobrazeni f : V. — {1,2,...,k} takové, Ze
pokud {v,u} € E, tak f(v) # f(u).

Ted se dostdvame k tomu, co budeme zkoumat — zobecnénému obarveni:
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Definice. Homomorfismus ¢ z grafu G = (Vg,Eg) do gratu H = (Vyg, Ey) je
zobrazeni ¢ : Vg — Vi takové, ze pokud {u,v} € Eq, tak {¢(u),d(v)} € Ex.

O homomorfismech Ize fict ledacos zajimavého:

Véta. (Straslivé vypadajici, ale jednoducha)

Uplné grafy® K, a prazdny graf () jsou jediné grafy H spliiujici pro viechny grafy
G podminku, ze pokud existuje homomorfismus H — G, tak G obsahuje podgraf
isomorfni H.

Véta. Pro kazdou dvojici neisomorfnich grafii F, G existuje graf H takovy, ze pocet
homomorfismii z F' do H je riizny od po¢tu homomorfismi z G do H.

Véta. (Totéz s opaénym smérem Sipek)
Pro kazdou dvojici neisomorfnich grafi F,G existuje graf H takovy, Ze pocet ho-
momorfismii z H do F je rizny od po¢tu homomorfismu z H do G.

Pokud se vratime k tloze z ivodu, muzeme ji v fe¢i homomorfismu vyjadfit takto:
Mame graf frekvenci F', kde je spojena kazda dvojice povolenych frekvenci, a graf
vysilact V, kde jsou spojeny kazdé dva blizké vysilace. Chceme najit homomorfismus
¢ : V — F. Tim jsme splnili prvni ¢ast motiva¢ni tlohy (hezkou formulaci). Pokud
jde o feSeni, to je obvykle ponechano na pocitaci. Znalost vlastnosti homomorfismu
nam ale dava moc hledat feseni efektivnéji a rychleji.

Priklady.

(i) Dokaz, ze graf G lze obarvit dvéma barvami pravé tehdy, kdyz neobsahuje
kruznici liché délky.

(ii) Dokaz, ze funkce f(n), urcujici pocet obarveni grafu G pomoci n barev, je
polynom.

(iii) Najdi dva grafy se stejnou funkei f(n).

(iv) Necht G je koneénd mnozina grafi. Dokaz, ze potom existuji dva grafy F, H
takové, ze pro vSechny grafy G € G je pocet homomorfismi z F' do G rovny
poc¢tu homomorfismi z H do G a pocet homomorfismii z G do F' rovny poctu
homomorfismu z H do F.

2Uplny graf je graf, jeho# kazdé dva vrcholy jsou spojené hranou



