Tecky, ¢arky, ale morseovka to neni
mily pane
| Aléa Skadlova

ABSTRAKT. V prispévku najdete jak zédkladni pojmy a tvrzeni z teorie grafu, tak
ptiklady na totéz. Rovnéz se seznamite se jmény dilezitych grafovych algoritmu,
na jejichz nazornou ukazku se muzete tésit na prednasce.

Zakladni pojmy

Definice. Graf G je usporddand dvojice G = (V, E), kde V je neprazdnd mnozina
a F je mnozina dvoubodovych podmnozin mnoziny V. Jinak fe¢eno V je mnozina
vrcholi a E je mnoZina hran. Je-li e € E hrana grafu, pak e = {u,v}, kdeu,v € V.

Definice. Graf G' = (V' E') se nazyva podgrafem grafu G, jestlize V' CV a
E' CE.

Definice. Dva grafy G = (V,E) a G’ = (V', E’) nazveme isomorfni (stejné),
pokud existuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni f : V. — V' tak, Ze plati {u,v} €
E prévé tehdy, kdyz {f(u), f(v)} € E’.

Tvrzeni. Jsou-li dva grafy G a H isomorfni, pak maji isomorfni také své pod-
grafy. Tedy presndji ke kazdému podgrafu G' grafu G existuje podgraf H' grafu
H, ktery je isomorfni podgrafu G’ (a naopak).

Cviceni. Dokaz, Ze nésledujici t¥i grafy jsou (po dvou) neisomorfni.
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Specialni pripady grafi

(i) Uplny graf na n vrcholech (K,,) je graf kde E = (‘2/), tedy graf, ve kterém

jsou kazdé dva vrcholy spojeny hranou.

(ii) Uplny bipartitni graf na m a n vrcholech (K, ,) je graf, kde V =
= V1 U Vs, pro Vi, Vs disjunktni a E = {{v1,v2} : v1 € V1,02 € Va}.

(iii) Cesta na n vrcholech (P,) je graf, ve kterém E = {{v;,vit1} : i = 1,
...,n —1}, tedy graf tvofeny jednou ,éarou”.

(iv) Kruznice na n vrcholech (Cy,) je graf, kde E = {{vi,v,}} U {{vi, vi41} :
i=1,...,n—1}, tedy graf tvofici ,kruznici.

Cviceni. Dokaz, Ze graf je bipartitni, pravé kdyZ neobsahuje Zadnou kruznici
liché délky.

Definice. Orientovany graf G je uspofddana dvojice G = (V, E), kde E CV xV,
rozlisujeme tedy, odkud a kam hrana vede. Hranu e z vrcholu u do v zapisujeme
e = (u,v).

Definice. Ohodnoceny graf je usporddand trojice (V, E,w), kde V a E jsou jako
v predchozich definicich a w je funkce w : E — R, tedy funkce, ktera kazdé hrané
prifadi realné cislo.

Definice. Rekneme, Ze graf G je souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma jeho
vrcholy existuje cesta. Komponenta grafu je maximélni souvisly podgraf. Kazdy
graf lIze jednoznacné rozlozit na komponenty.

Definice. Sled je posloupnost ne nutné riuznych vrcholi (vo,v1,...,v,), kde
{vi,vi41} € E, tedy kazdé dva sousedni vrcholy jsou propojeny hranou. Tah je
sled, ve kterém se neopakuji hrany, tj. {vi,viy1} # {vj,vj41} proi # j. Cesta je
tah, ve kterém se neopakuji vrcholy, tj. v; # vj proi # j. Uzavieny tah, uzavieny
sled a uzaviend cesta jsou tah, sled a cesta, ve kterych vy = v,,.

Skére grafu

Definice. Stupném vrcholu nazveme pocet hran, které jej obsahuji a znacime
dege(v). Tedy jinak napsédno degg(v) = |{e;v € e € E}|. Skére grafu G je po-
sloupnost stupiit vSech jeho vrcholi.

Cviceni. Mohou mit dva neisomorfni grafy stejné skére?

Véta. (Havlova) Necht D = (di,ds,...,d,) je posloupnost piirozenych &isel.
Predpokladejme, ze d; < ds < ... < d, <n — 1. Ozna¢me symbolem D’ posloup-
nost (d},dh,...,d.), kde

'
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(2

d; proi <n—dy,
d;—1 proi>n—d,.

Potom posloupnost D je skdre grafu pravé tehdy, kdyz posloupnost D’ je skdre
grafu.

Véta. (Princip sudosti)  Pro kazdy graf G plati ) _, degc(v) = 2|E].

Cviceni. Rozhodni, mohou-li byt nasledujici posloupnosti skérem grafu, a pokud
ano, tak takovy graf najdi:
(i) 12335
(ii) 33335666666
(iii) 333335666666 6 6, je-li navic hledany graf bipartitni
) 1133335689
)
)

(iv
(v) 124445
(vi) 111223455

Dusledek. (Principu sudosti) Ma4-li graf G alespoii jeden vrchol lichého stupné,
potom musi mit aspon dva takové vrcholy.

Tvrzeni. (Spernerovo lemma)  Existuje duhovy trojiihelnik.'3

Rovinné a eulerovské grafy

Definice. Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici. List je vrchol stupné
jedna. Kostrou grafu G rozumime kazdy strom T, pro ktery T(E) C G(E) a
V(T)=V(G).

Véta. Pro kazdy strom T = (V, E) plati |E| = |V|— 1.

Definice. Rovinny graf je graf G, ktery je mozné nakreslit do roviny bez kfi-
Zeni hran. Sténou rovinného grafu G nazveme minimalni ¢ast roviny ohranicenou
hranami.

Definice. Eulerovsky graf je graf, jehoz vSechny vrcholy a hrany je mozné sefadit
do uzavieného tahu. Takovy tah nazyvame eulerovsky. Obcas se eulerovsky nazyva
i tah, ktery neni uzavieny (ale stdle po ném chceme, aby prochézel vSemi hranami
(rozmysli si, Ze pii souvislosti je pozadavek na prochdzeni vech vrcholil ,navic)).

Véta. Graf je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je souvisly a stupen kazdého vrcholu
je sudy.

13Nechapes, o co jde? Piijd na prednasku. (-:
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Dusledek. Graf je mozné nakreslit jednim tahem bez opakovani hran, je-li sou-
visly a stupen nejvyse dvou vrcholii je liché ¢islo.

Véta. Orientovany graf je eulerovsky pravé tehdy, je-li souvisly a pro kazdy
vrchol plati, Ze jeho vstupni a vystupni stuperi se rovnaji'4.

Grafové algoritmy

Jsou postupy, které ti pro obecny graf (obéas pro néj pozadujeme t¥eba jesté
souvislost) pomohou vyftesit néjaky tkol. Podivas-li se na Havlovu vétu, tak ta
ndm uz p¥imo fikd postup (tedy algoritmus), jak poznat, Ze néjaka posloupnost je
skérem grafu. Rovnéz pro nalezeni eulerovského tahu byl vynalezen algoritmus.

Cviéeni. (Problém minimalni kostry) Pro souvisly graf G = (V, E) s nezapor-
nym ohodnocenim hran w naleznéte kostru 7' = (V, E’) grafu G s nejmensi moznou
hodnotou w(E").

Tento problém ma vice riznych feseni. Na pfednasce si pfedvedeme Jarnikiv
a takzvany ,hladovy“ algoritmus. Bude-li ¢as a chuf, tak dojde i na bortvky'®.

Cviceni. (Dijkstriv algoritmus)  Vymysli postup, ktery v souvislém grafu (s ne-
zapornym ohodnocenim hran) najde nejkratsi cestu z vrcholu w do vrcholu v.

Smés prikladi

Priklad 1. (IMO 1964) DokaZ, Ze pro libovolné obarveni hran tplného grafu
K17 tfemi barvami najdeme v tomto grafu tii hrany, které jsou obarveny stejnou
barvou a tvofi trojihelnik.

Priklad 2. Méjme Sachovnici 3 x 3, na které jsou v dolnich rozich dva bili a
v hornich rozich dva ¢erni koné. Ur¢i nejmensi pocet tahi, ve kterych si koné
vymeéni pozice (tj. bili koné budou nahofe a ¢erni dole).

Priklad 3. PraSatka si spolu zahrala turnaj v polStafové bitce. Postupné se
utkala kazdé z kazdym. Dokaz, Ze mezi PraSéatky existuji néjaka t¥i (fikejme jim
A, B a C) takové, Ze A porazilo B, B porazilo C' a C porazilo A, vi§-li, Ze kazdé
PraSatko béhem turnaje alespon jednou zvitézilo.

Priklad 4. Obarvime-li vSechny hrany grafu Kg dvéma barvami, dokaz, ze pak
v ném
14 Vstupni stupeii je pocet hran, které do vrcholu vchazi, a vystupni pocet téch, co z néj

vychézi.
150takar Bortivka (1899-1995).
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(a) existuje jednobarevny trojihelnik,
(b) existuji dokonce dva jednobarevné trojihelniky (ne nutné stejné barvy).

Priklad 5. Méjme graf G na 2n+1 vrcholech takovy, Ze pro kazdou n-tici vrchola
existuje jiny vrchol, ktery je spojen se vSemi vrcholy z této n-tice. Ukaz, ze pak
existuje vrchol, ktery je spojen se vSemi ostatnimi vrcholy.

Priklad 6. Mé&jme rovinny graf, jehoz kazda sténa (véetné vnéjsi) je trojuhelnik.
Kazdy vrchol zcela libovolné obarvime jednou ze tii barev. Dokaz, ze pak existuje
sudy pocet stén, jejichz vrcholy maji vSechny t¥i barvy razné.
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