Grafové ulohy
| Tomag ,Savlik“ Pavlik

Na pfednasce si kromé zakladnich definic ukazeme hlavné nékteré zajimavé tlohy,
které se daji pékné fesit pomoci teorie grafi. Vétsina priklad se resi trikem, takze
neni tfeba hlubgich znalosti. Také si ukdzeme, jak se v grafech vyuziva extremalni
princip.

Definice

Definice. Graf G je uspofddand dvojice G = (V, E), kde V je neprdzdnd mno-
zina a E je mnozina dvoubodovych podmnozin V. Potom V nazyvame mnozinou
vrcholti a F mnozinou hran.

Definice. Graf G je bipartitni, pokud jeho vrcholy miizeme rozdélit na dvé dis-
junktni podmnoziny A a B tak, aby V{u,v} € E:u€ A & v € B.

Definice. KruZnice na n vrcholech je graf, jehoz mnozinou hran je
E={{vi,viq1}:i=1,2,...,n} U{vp,v1}.

Definice. Graf je rovinny, pokud ho Ize nakreslit do roviny bez kiiZeni hran.
Sténa grafu je ¢ast plochy, ktera je ohraniGena hranami grafu a pritom zadnou
neobsahuje.

Definice. Stupern vrcholu je pocet hran, které ho obsahuji.

Jednoduché priklady

Priklad 1. Dokazte, Ze graf je bipartitni, pravé kdyZ neobsahuje zddnou kruznici
liché délky.

Priklad 2. Méjme graf na n vrcholech. Kazdy vrchol mé stupen alespon 1 <
< k < n. Dokazte, ze existuje kruznice o alespon k vrcholech.

Priklad 3. M¢éjme tplny graf na deviti vrcholech. Kazkou hranu obarvime jed-
nou ze t¥l barev. Dokazte, ze v tomto grafu existuje jednobarevny trojihelnik,
kdyz vite, Ze graf obsahuje pravé t¥i bilé hrany. (IMO 1992)

Priklad 4. Je déna tabulka n X n, v niz je zaplnéno 2n poli¢ek. Dvé policka jsou
spojena zelenou hranou, pokud jsou na stejném radku, a ¢ervenou hranou, pokud
jsou ve stejném sloupci. Dokazte, ze existuje kruznice, ve které se stfidaji barvy
hran. (IMC 1999)

Priklad 5. Je dan rovinny graf takovy, Ze vSechny jeho stény jsou ohranicené
tfemi hranami. Kazdy vrchol obarvime jednou ze t¥i barev. Dokazte, Ze pocet
trojuhelniki, které maji kazdy vrchol jinak barevny, je sudy.
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A hura do Egypta!

Priklad 6. Dva archeologové se nudi, a tak se rozhodli zahrét si hru. Je dan ro-
vinny graf takovy, Ze vnéjsi sténa je ohranicend ¢tyimi hranami a vSechny ostatni
tfemi hranami. Dva protéjsi vrcholy jsou modré a druhé dva Cervené. Jeden ar-
cheolog ma modrou a druhy cervenou barvu. Stfidavé obarvuji dosud neobarvené
vrcholy az jeden spoji dva své ptuvodni vrcholy svoji barvou. Hra konéi remizou,
pokud jsou obarvend vSechna pole a nikdo zatim nevyhral. Dokazte, ze vidy ma
nékdo vyhravajici strategii. (PraSe, 17. ro¢nik, 3. série)

Priklad 7. Archeolog se pfi prizkumu pyramidy ztrati v labyrintu. Oznadi si
kfizovatku, kde praveé stoji, jako s. Vymysli nasledujici strategii prohledavani:
(i) ZAdnou chodbou neprojde dvakrat stejnym smérem.
(ii) Pokud piijde na kiizovatku, kde jesté nebyl, oznadi si cestu, po které prisel.
Tuto cestu pouzije k odchodu, jen kdyz nem4 jinou moznost.

(iii) Pokud uz nem4 kam jit podle pravidla (i), doZene a sni ho mumie.
Dokazte, ze pokud existuje vychod, priazkumnik ho touto strategii najde, a v opac-
ném piipadé zemfe na kiizovatce s. (PraSe, 22. ro¢nik, text k seridlu)
Priklad 8. Prfi vykopavkach se nasla tabulka n x n, kde v kazdém poli je vy-
ryt jeden hieroglyf. Plati, Ze Zddné dva fadky nejsou uplné shodné. Dokazte, Ze
muzeme odebrat jeden sloupec tak, aby se tato vlastnost zachovala.

Priklad 9. Na prizkumné vypravé o n > 6 lidech se kazdy znd s pfesné tfemi
kolegy. Vyprava dorazi na kfizovatku a musi se rozdélit. Dokazte, ze se zvladne

rozdélit na dvé Casti tak, aby kazdy znal alesponi dva kolegy, se kterymi bude
pokracovat dale. (CS stietnuti 1997)
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