Grafové ulohy
' Jarda Han¢l

Tento prispévek jsem napsal pro dvé prednasky. Prvni bude predevsim teore-
tickd (znalym ale klidné mohu zadat piiklady) a v druhé se uz miZzete tésit na
mnoho 1loh, zejména téch z olympiad.

Zakladni definice

Definice. Graf G je uspofddand dvojice G = (V, E), kde V' je neprazdna mnozina
a F je mnozina dvoubodovych podmnozin mnoziny V. Jinak fe¢eno V je mnozina
vrcholi a E je mnoZina hran. Je-li e € E hrana grafu, pak e = {u, v}, kdeu,v € V.

Definice. Graf, ve které mezi kazdymi dvéma vrcholy mize vést libovolny pocet
hran, nazveme multigraf. Graf, ve kterém hrana neni pouze dvojice, ale neuspoia-
dana n-tice se nazyva hypergraf.

Definice. Graf G' = (V',E’) se nazyva podgrafem grafu G, jestlize V' C V a
E' CE.
A nyni si jesté popiSeme specidlni pripady grafi:
(i) Uplny graf na n vrcholech (K,) je graf kde E = (‘2/), tedy graf, ve kterém
jsou kazdé dva vrcholy spojeny hranou.
(ii) Uplny bipartitni graf na m a n vrcholech (K,,.,) je graf kde V = V3 U Vs,
kde V1, V3 jsou disjunktni a E = {{v1,v2};v1 € V1,02 € Va}.
(iii) Cesta na n vrcholech (P,) je graf, kde E = {{v;,vi41};i=1,--- ,n— 1},
tedy graf tvofeny jednou ,,Carou”.
(iv) Kruznice na n vrcholech (Cy) je graf kde

E= {{vlvvn}}u{{vi;v'ﬂrl};i: 1,...,71—1},

tedy graf tvorici ,kruznici“.

Souvislé grafy

Definice. Sled je posloupnost ne nutné riuznych vrcholi (vo,v1,...,v,), kde
{vi,vit1} € E, tedy kazdé dva sousedni vrcholy jsou propojeny hranou. Tah je
sled, ve kterém se neopakuji hrany, tj. {v;,viy1} # {vj,vj41} pro i # j. Cesta je
tah, ve kterém se neopakuji vrcholy, tj. v; # vj proi # j. Uzavieny tah, uzavieny
sled a uzaviend cesta jsou tah, sled a cesta, ve kterych vy = v,.
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Definice. Rekneme, Ze graf G je souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma jeho
vrcholy existuje cesta. Komponenta grafu je maximélni souvisly podgraf. Kazdy
graf Ize jednoznacné rozlozit na komponenty.

Definice. Stupném vrcholu nazveme pocet hran, které jej obsahuji a znacime
degi(v). Tedy jinak napsdno degg(v) = |{e;v € e € E}|. Skére grafu G je po-
sloupnost stupiit vsech jeho vrcholi.

Véta. (Princip sudosti) Pro kazdy graf G plati ) _, degc(v) = 2|E].

Rovinné grafy

Definice. Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici. List je vrchol stupné
jedna. Kostrou grafu G rozumime kazdy strom T, pro ktery T(E) C G(E) a
V(T)=V(G).

Véta. Pro kazdy strom T = (V, E) plati |E| = |V|— 1.
Definice. Rovinny graf je graf G, ktery je mozné nakreslit do roviny bez kiizeni

hran. Potom Sténou rovinného grafu G nazveme minimalni ¢ast roviny ohrani¢enou
hranami. Pocet stén grafu znac¢ime s(G).

Véta. (Eulerova formule)  Pro kazdy rovinny graf G plati |V | — |E| + s(G) = 2.
Dusledek 1.  Necht graf G je rovinny a necht |V| > 3. Pak |E| < 3|]V| -6, a
tedy specialné K5 neni rovinny.

Dusledek 2. Necht graf G je rovinny, neobsahuje trojihelnik a necht |V| > 3.
Pak |E| < 2|V| —4, a tedy specidlné K3 3 neni rovinny.

Véta. (Kuratowski, 16 let) Graf G je rovinny pravé tehdy, kdyz neobsahuje
grafy K33 nebo K5 jako podgrafy.

Piiklady

A ted se naudime vyuZzivat tuto teorii v praxi.

Piiklad 1. (RUSSIA 2001) Je dén graf G na 2n + 1 bodech takovy, Ze pro
kazdou mnozinu n bodi v G existuje dalsi bod p z G, ktery je hranou spojen
s kazdym bodem této mnoziny. Dokazte, ze pak existuje bod se stupném n — 1.

Priklad 2. (IMO 1964) Dokazte, Ze pro libovolné obarveni hran tplného grafu
K7 tfemi barvami najdeme v tomto grafu tii hrany, které jsou obarveny stejnou
barvou a tvofi trojihelnik.
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Priklad 3. (JAPAN 1997) Necht G je graf na 9 vrcholech. Déle pro kazdou
mnozinu péti vrcholt v G existuji alespon dvé hrany z G, které zacinaji a konci
v této mnoziné. Uréete minimélni mozny pocet hran v grafu G.

Piiklad 4. (VIETNAM 1998) Urcete minimalni &, pro které existuje graf na 25
vrcholech takovy, ze jednak kazdy vrchol je spojen hranou s pravé k dalsimi vrcholy
a jednak pro kazdé dva vrcholy nespojené hranou existuje vrchol, se kterym jsou
oba dva spojeny.

Piiklad 5. (CZECH-SLOVAK MATCH 2) V uzavfené spoleénosti N > 6 lidi
si kazdy ¢lovék zatancil tuéndka(bohuzel pouze ve dvou) s pravé tfemi dalsimi
¢leny této spolecnosti. Dokazte, Zze tato spoleCnost mize byt rozdélena na dvé
podspolecnosti tak, ze kazdy ¢len mé ve své podspolec¢nosti alespon dva kamarady,
se kterymi nékdy tancil tucnaka.

Piiklad 6. (JAPAN 1998) Klub JASTIR mé& 2008 ¢lenti, kteii se bud znaji,

nebo neznaji. AvSak plati, Ze mezi libovolnymi tfemi ¢leny je dvojice, ktera se
neznd. Kolik maximélné muze v klubu JASTIR existovat znamosti?

Priklad 7. (IMO 1992) Uvazujme tplny graf Ko, jehoZ hrany jsou bud modré,
cervené nebo bilé. Dokazte, ze pokud jsou pravé tii hrany bilé, potom existuje
trojuihelnik, ktery ma vSechny hrany obarvené stejné.

Piiklad 8. (AUSTRALIA 1992) Taneéniho vederu se Gcastnilo 17 lidi. Zjistilo
se, ze kazdy ¢lovék znal na vecirku pravé ¢tyti lidi. Dokazte, Ze pak existuje par
lidi, ktefi nejsou zndmi a ani nemaji spoleéného znamého.

Piiklad 9. (BRITISH 1987) Mezindrodni konference se ucastnilo 1985 vlasto-
vek. Je znamo, ze v kazdé skupiné tii vlastovek byly dvé, které umély zazpivat
stejnou pisnicku. Za predpokladu, ze kazda vlastovka umi maximalné pét pisnicek
dokazte, ze alespon 200 vlastovek si mtze sborové zazpivat jednu pisnicku.
Priklad 10. (E1) Ve skupiné n lidi plati, Ze kazda podskupinka ¢ty¥ lidi vzdy
obsahuje ¢lovéka, ktery znd zbylé tfi(znalost je vzdjemnd). Dokazte, Ze v této
skupiné existuje ¢lovek, ktery zna vsechny ostatni.

Priklad 11. (E2) Méjme Sachovnici 3 x 3, na které jsou v dolnich rozich dva

bili a v hornich rozich dva ¢erni koné. Urcete nejmensi pocet tahti, ve kterych si
koné vymeéni pozice(tj. bili koné budou nahofe a ¢erni dole).

Piiklad 12. (E3) Dokazete do pravidelného pétitthelniku nakreslit triangulaci
takovou, Ze kazdy vrchol mé sudy stupen?
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