Graf(it)y v metre

PETER ,,mTR“ KORCSOK

ABSTRAKT. V prednaske sa budeme zaoberat kreslenim grafov na rézne plochy, ako
je napriklad sféra alebo torus. Predstavime si spdsob, ako lubovolni plochu reprezen-
tovat v rovine a ako sa na 1nu odvolavat. Prechddzku po tychto plochach zakoncime
ich charakteristikami — eulerovsky rod a orientovatelnost — a ukéZeme si metédu na
vytvorenie (takmer) Iubovolnej plochy.

Boli ste uz v noci v prazskom metre? Nie? Tak to je skutoc¢ne skoda, pretoze v noci
tam nejazdia ziadne vlaky a na steny tunelov si mozete kreslit graf(it)y od vymyslu
sveta :).

Dnes sa uspokojime s jednoduch$imi graf(it)mi — budeme si kreslit body a tie
sa budeme snazit spajat roznymi krivkami, ktoré sa ale navzdjom nebudu pretinat.
Viem, keby toto ¢ital nejaky grafitdk, hned by protestoval, Ze to Ziadne grafity nie
st — preto ich radsej budeme nazjvat grafmi a spominané body a krivky budu ich
vrcholy a hrany. Nakoniec stenou nakresleného grafu budeme rozumiet kazda stvisla
dast povodného povrchu, ktory nie je pokryty nasim grafom.

Preco ale chodit do metra? To ndm nestadi kreslit grafy pri mesiac¢iku na Karlov
most alebo Prazsky hrad? Pretoze metro ndm umoziiuje nakreslit (samozrejme bez
kriZenia) aj grafy, ktoré napr. na stenu hradu nenakreslime.

Problém 1. (motiva¢ny) Nakreslite graf s vrcholmi A, B, C,a,b, ¢ a hranami spa-
jajacimi kazdy ,velky* vrchol s kazdym ,malym® na

(a) povrch Karlovho mostu,

(b) steny vestibulu metra.?

BeZte, policajti na obzore ...

Aby nés nedajboZe nechytili policajti a nedali do basy (to by sme prisli o zvysok
sustredenia, a to predsa nechceme :)), opustime Prahu a metro pod jej povrchom si
budeme len predstavovat. Ako ale najlepsie vyjadrif, kam naSe grafy vlastne kres-
lime?

1Uvazujte ten najjednoduchsi vestibul — uzavreta miestnost, ktora mé v strede jeden stip; kreslit
mozete na podlahu, strop aj povrch stipu.
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Definicia. Plochou budeme rozumiet akjykolvek objekt, na ktory vieme kreslit
graf, teda okolie kazdého bodu sa chové ako rovina. Plochy A a B budeme povaZovat
za rovnaké (odborne homeomorfné), ak existuje spojita bijekcia f: A — B, ktorej
inverzna funkcia f~! je tiez spojita.

Funkcia f z definicie potom zobrazuje jednoducht krivku na jednoduchu krivku,
teda ak sa ndm podari nakreslif nejaky graf na plochu A bez kriZenia hran, tak sa
nebud krizit ani po zobrazeni pomocou f na plochu B.

Takymi funkciami f st najcastejSie rozne posunutia, otdCania, pripadne zmeny
velkosti a ich kombindcie. D4 sa ukézat, Ze kruh a Stvorec st vlastne rovnaké plochy,
podobne sféra (povrch gule) bez jedného bodu a bezné rovina st v skutocnosti
rovnaké. Mierne horsie sa to ukazuje na zlozitejSich plochach, napr. torus, preto sa
snazime najst nejaki reprezentaciu lubovolnej plochy v rovine.

K tomu sa zvykne celd plocha rozdelit na niekolko rovinnych ttvarov. Priklad
takéhoto rozdelenia pre torus nijdete na nasledujticom obrazku. Sipky naznacujt
sposob, ako jednotlivé itvary navzajom susedia.

Nasledne sa tieto Gtvary znovu pozliepaju tak, aby vytvorili jeden mnohouholnik.
Opit sa zlepuju odpovedajice si hrany, pricom sa dohliada na ich orientaciu.

F A
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Definicia. (Mnohouholnikova reprezentécia plochy) Kazda plochu je mozné repre-
zentovat pomocou mnohouholnika s orientovanymi a sparovanymi hranami.

Poradie a orientdciu hran mozeme zapisat za sebou do riadku, pricom X predstavuje
hranu v smere hodinovych ruéi¢iek a X ~! opaény smer. Reprezenticiu na obrazku
by sme teda zapisali

ABHGF *EJ *A'G'H'B'JDKK'D'E'F.
Uz sme si trochu popisali, ako jednotlivé plochy zapisovat, ale stale nevieme, ktoré

zapisy vyjadruja rovnaké plochy.

Problém 2. Ako vyzeraju plochy reprezentované

a) ,dvojuholnikmi“ AA~! a AA,
b) stvoruholnikmi AA~! %%, ABAB, ABA B~ ABA™'B a AABB?

Ja to stdle nechapem! Ako teda porovnam dve r6zne metra?

Pomerne jednoducho — pre kazdu plochu existuje graf a jeho nakreslenie na tejto
ploche, Ze kazda jeho stena je homeomorfna kruhu. Takéto nakreslenie nazveme
bunkovym.

Veta. Pre kazdu plochu S existuje celé ¢islo x(S), ze pre lubovolny graf G, ktory
mé nejaké bunkové nakreslenie na S, plati®

V(G = [E(G)] + [F(G)] = x(5).

2Mnozinu vsetkych stien tohto nakreslenia budeme znacit F(G).
12



PETER ,#TR“ KORCSOK

Poznamka. Hodnotu x(S) nazyvame Eulerovou charakteristikou plochy S. Pre-
toze ale vo vicsine pripadov je tdto hodnota zaporna, casto sa nahradza eulerovskym
rodom plochy £(S) := 2 — x(S), ktory je uz nezaporny.

Problém 3. Pre kazdu plochu z problému 2 néjdite jej eulerovsky rod.

Vidime, Ze eulerovsky rod nam plochy rozdelil do niekolkych skupin. Existuje ale
eSte nejaka dalsia vlastnost plochy, ktorad by ndm pomohla rozlisit rozne plochy?

Problém 4. Pokuste sa najst vlastnost uzavretych jednoduchych kriviek, ktora
plati na ploche ABA='B~!, ale na ploche ABA~!B neplati.

Ak ste boli pri rieSeni predchddzajaceho problému tspesni, podarilo sa vam za-
definovat orientovatelnost plochy. Ak pouZijeme mnohouholnikovou reprezentaciu,
tak si vystac¢ime s nasledujticou definiciou.

Definicia. Plocha je orientovatelnd, ak jej mnohouholnikova reprezentacia neob-
sahuje dvojicu odpovedajucich si hran, ktoré st obe orientované rovnakym smerom.
Specidlne sa teda kazda hrana X mnohouholnika vyskytuje v zapise plochy ako X
aj ako X1

Pomaly uz nadisiel ¢as, aby sme odhalili tajomstvo, ku ktorému sme cely cas
smerovali.

Veta.

(1) Pokial'sa dve plochy zhoduju v eulerovskom rode aj orientovatelnosti, potom
st uz rovnaké.

(2) Kazdé orientovatelnd plocha mé nezaporny parny eulerovsky rod.

(3) Kazd4 neorientovatelnd plocha mé kladny eulerovsky rod.

A na Uplny zéaver si eSte predstavime metddu, ako sa dé vytvorit plocha s poza-
dovanou orientovatelnostou a eulerovskym rodom.

Definicia.

(1) Pridanim ucha (v angli¢tine handle) k niektorej ploche S budeme rozumiet
odstranenie dvoch disjunktnych kruhov z povrchu S a prepojenie vzniknu-
tych otvorov pomocou ,tunelu®.

(2) Pridanim kriZitka (v anglitine crosscap) do niektorej plochy S rozumieme
nahradenie kruhu z povrchu S plochou typu AA.

Lema.

(1) Pridanie ucha nezmeni orientovatelnost plochy a zvysi jej eulerovsky rod o 2.
(2) Pridanim krizitka vznikne neorientovatelnd plocha s eulerovskym rodom o 1
VACSIm.
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