Goniometrie
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ABSTRAKT. Prispévek si klade za cil ukazat jak zakladni, tak i slozitéjsi vliastnosti go-
niometrickych funkci nutné k jejich uplnému porozumeéni. Pfedstavime néktera rizna
zavedeni goniometrickych funkci a nékteré znamé véty, které bud s goniometrii souvisi,
nebo ji vyuzivaji ke svému dukazu.

Goniometrické funkce jste vSichni uz jisté poznali na stfednich Skolach pii za-
kladnim kurzu pravotuhlého trojihelnika. Toto zavedeni je praktické a daji se z néj
ihned usuzovat nékteré jejich vlastnosti. Nelze tak ale spocitat hodnotu funkce v za-
pornych hodnotéach, nebo pokud je tihel vétsi nez 90°. Neékteii se pak uz dostali i
k zavedeni jednotkové kruZnice a k oné zdhadné definici goniometrickych funkci pres
ni. Na vysoké skole se pak uz jen nékolik lidi dostéavéa k definicim, kterym nejde viibec
rozumét, ale nakonec z nich opravdu vypadne vSe potfebné.

Goniometrickd funkce prifazuje jistému thlu ¢islo. Naskyta se tedy otazka, co je
to thel.

Prvni definice, a la pravouhly trojahelnik

Definice. (Uhel) Mgé&jme body A, B # A a C # A. Uhel <BAC je &slo rovné délce
oblouku na jednotkové kruZnici se stfedem v bodé A, kterou vytne polopfimka AB
pfi otoceni na polopfimku AC proti sméru hodinovych rucicek.

Pokud si kruznici rozdélime na 360 dilkd, pak mazeme misto délky oblouku za-
znamenavat pocet dilki, které musi polopfimka AB urazit.

Jednotkam, které vyjdou pfi prvnim zputsobu, se fikd radidny, v druhém pak
stupné. Cela jednotkova kruznice méii 27, a proto budou vSechny thly mérit méné
nez 27 radiant a 360 stupni. Jak ale vime, chceme definovat nase funkce i pro jiné
uhly. Proto se nékteré hly ztotoziuji — plati a+ k- 27 ~ «, kde o € (0,27) a k € Z.
Obdobné pro stupné.

Vsimnéte si, ze ted uz mutze thel nabyvat libovolnych redlnych hodnot, pfi¢emz
¢islo k vyjadiuje, kolikrat musi polopfimka AB z na$i definice ob&hnout navic kolem
celé kruznice (v pfipadé zapornych hodnot pak po sméru hodinovych ruciéek).

Ted, kdyZ uz vime, co je tihel, se mtiZeme pustit do préce.
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Definice. Necht ABC je pravouhly trojuhelnik s pravym thlem pf¥i vrcholu C, tthel
u vrcholu A ozna¢me «a. Pak pfi standardnim znaceni stran trojuhelnika definujeme

sino 1=

SOl S

a
, cosq = —,
c

na b 1 cosa  a
tga = = -, COthé = = = 7
cosa  a tga sina b

w0
=

Protoze thel a je vétsi nez 0, ale mensi nez pravy, definovali jsme nase goniome-
trické funkce pouze pro uhly z intervalu (0, §), respektive (0,90°). To ndm zatim
bude stacit.

Uloha. (Na zamysleni) Pokud jesté oznac¢ime tihel pii vrcholu B jako 3, co miizeme
Fict o sin 3, cos 3, tg B a cotg 87
Uloha. Dokazte
sin®? a+ cos>a = 1,
sin(a + ) = sinacos 8 + sin 5 cos v,
cos(a+ ) = cosacos 8 — sin B sin a.
A co takhle néco obdobného pro tg?

Hint. Zkuste namalovat obrazek s pravoihlymi trojahelniky, kde budou vystupovat
vSechny zminované uhly.

Uloha. Odvodte vzorce pro dvojnasobny tihel.
Uloha. Z vhodnych obrazki pravothljch trojihelnikt odvodte hodnoty goniome-

trickych funkei %, 7 a §. Jaké dalsi hodnoty jsme schopni odvodit?

Uloha. Ukaite, 7e sina(1 + cos 2a) = sin 2 cos a.

To je v8echno moc pékné, ale ted se chceme osvobodit od toho hrozného omezeni
pravym uhlem. Proto si zavedeme kartézsky systém soufadnic a podivame se na
jednotkovou kruznici kolem jeho stfedu.

Druha definice, a la jednotkova kruznice

Definice. Méjme standardni systém soutfadnic Ozy a sestrojme kruznici jednot-
kového poloméru se stfedem v O. Ozna¢me A bod [1,0] a X libovolny bod [z, y] na

nasi kruznici. Dale ozna¢me « := |[<AOX]|. Pak definujeme:
sina 1=y, cosa =z,
sin « cos o
tga = , cotg := — .
cos o sin o

Diky ztotoznéni, které jsme provedli na zacatku, mame ted goniometrické funkce
definované pro vSechna realna cisla. Jak ndm ale pomuzZe veskeré to dokazovani
z prvni definice?
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Uloha. Jak souvisi prvni definice s druhou? Plati vSechny vztahy z prvni definice
i pro vSechny realné thly? Dokazte.

Hint. Stac¢i v kruznici hledat pravouhlé trojihelniky a pak vhodné vyuzit toho, ze
nase kruznice se zachova pri riznych otocCenich a osovych symetriich.

Uloha. Jaky je defini¢ni obor funkci tg a cotg?
Uloha. Pro « € (0, %) dokaite

sina < a < tga.

Uloha. Ted uz snadno odvodime

sin(a — ) = sinacos B — sin B cos v,

cos(a — ) = cosacos 8 + sin B sin a.

Dokézali byste odtud odvodit vzorce pro soucty a rozdily goniometrickych funkci?

sina+sin6:2sina+6cosa;6,
: : a=f a+p
sina — sin 8 = 2sin 5 €08 ——,
cosa+cosﬂz2cosa;6cosa;6,
sina—sinﬂz—?sina—gﬂsina;

Odvodte podobnd tvrzeni pro tangens a kotangens.
Trochu méné znamé vzorce, ale podle mé ty nejuzitecnéjsi:
Tvrzeni.

sinasin 8 = %[cos(a — B) — cos(a + )],
cosacos 3 = %[cos(a — B) + cos(a + B)],
sinacos 8 = %[sin(oz — B8) —sin(a + B)].

Opét odvodte obdobnd tvrzeni pro tangens a kotangens.

Uloha. Dokazte tyto vlastnosti goniometrickych funkci:

(i) Funkce sinus a kotangens jsou liché a periodické.
(ii) Funkce kosinus a tangens jsou sudé a periodické.

Jaké jsou jejich periody?
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Pomoci rotaci a symetrii ukazte:

sin(a + 7) = —sina, cos(a £ 7) = —cosq,
sin(a + §) = cos a, cos(a+ ) = —sina,
sin(a — §) = —cosa, cos(av — ) = sina,

sin(m — a) = sin a, cos(m —a) = —cos .

Uloha. Necht a,b € Rt. Dokazte, ze rovnice sinx + acosxz = b ma FeSeni pravé
tehdy, kdyz a? — % +1 > 0.

Piedpokladejme, Ze sin x 4+ a cosz = b. Vyjadiete |asinz — cos 2| pouze pomoci a
ab.

Trocha trigonometrie

Nasleduje nékolik slibenych tvrzeni bez diikazu. Budeme vzdy hovofit o trojuhelniku
ABC se stranami a, b, ¢, thly «, 5, v a polomérem kruZnice opsané R.

Tvrzeni. (Obsah trojihelnika) Obsah trojihelnika je
1. 11
S = Eabsm'y = §acsm6 = 2bcsma.

Véta. (Sinova véta) Plati
b
@ _ - % _9R

sina  sinf8  sinvy

Tvrzeni. (O ose thlu) Osa thlu u vrcholu A protne stranu a v bodé D. Plati
|AB| |BD|
|ACl — [cDl’
Véta. (Cevova véta) Necht jsou D, E, F body na pfimkédch uréenych postupné
stranami a, b, ¢, riizné od vrcholi trojahelniku. Pak pfimky AD, BE, C'F prochazeji
jednim bodem tehdy a jen tehdy, kdyz plati
|BD| |CE| |AF|
ICD| |AE| |BF| ~
Véta. (Kosinova véta) Plati

a? = b2 4 & — 2bccosa

a cyklické zamény.
Véta. (Stewartova véta) Necht D je bod na strané a. Pak
a(|AD|* 4+ |BD|-|CD|) = |CD| + v*|BD|.

Tvrzeni. (Brahmagupttv vzorec) Méjme ¢Styiuhelnik ABCD se stranami a, b, ¢,
d. Oznacme s = W. Pak obsah ¢tyruhelniku je

\/(s —a)(s—=Db)(s—c)(s—d).
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Komplexni cisla

Definice. (Komplexni ¢islo a polarni soufadnice) Pro kazdy bod roviny A = [a, b]
existuje pravé jedno ¢islo ¢ € (0,27) takové, Ze sinp = \/afw a cosp = \/agW'
To udéva thel, ktery svird polopfimka OA s kladnou poloosou x. Kazdy bod je tedy
jednoznaéné uréen takovymto thlem ¢ a vzdédlenosti od pocatku va? + b2. Témto
dvéma ¢isltim Fikame polarni soufadnice bodu A.

Necht i2 = —1. Pak z = a + bi nazveme komplexnim ¢islem. Bod [a, b] m4 polarni
soutadnice [r, p]. Pak r = v/a? + b? nazyvame velikost komplexniho ¢&isla z a ¢ jeho
argument. Plati z = r(cos ¢ + i - sin ).

Tvrzeni. Necht z; = ri(cospr + i -singy) a 22 = ra(cosga + i - sings) jsou
komplexni cisla. Pak

21+ 22 = 1172 (cos(¢p1 + p2) + i - sin(p1 + p2)),
21

r ..
a_ 1 (cos(<p1 — 2) +i-sin(¢r — g02)).
22 T2

Véta. (Moivreova véta) Pro kazdén € Z a ¢ € (0,27) plati
(cosp +1i-sinp)™ = cosnp + i - sinnep.

Tvrzeni. Plati

. n _ ) n _ . n _ .
sinna = (1) cos" tasina — (3) cos" 3 asin® o + (5> cos" P asin®a+ -,

n . n _ . n _ .
cosno = (O) cos" asinav — <2> cos" 2 asin® a + (4) cos" *asintfa 4.

Na prednasce se pokusim nastinit, pro¢ vlastné ani posledni zavedeni neni nej-
Stastnéjsi. Proto vam jesté poskytnu pohled pod vysokoskolskou poklicku.

Tteti definice, ta nejlepsi

Véta. Existuje pravé jedna dvojice funkci f:R — R, g: R — R splnujici:
(i) f jelichd, g je suda,
(ii) pro vSechna x,y € R plati f(z +y) = f(x)g(y) + 9(x)f(y) a g(z +y) =
9(x)g(y) — (@) f(y),
(ili) existuje kladné realné cislo m takové, ze f je rostouci na intervalu (0, %),
f(3)=0af(0)=0,
o) _q.

(iv) lim <2

x—0

Definice. Funkci f z predchozi véty nazvu sinus a funkci g kosinus. Tangens a
kotangens nadefinuji stejné jako predtim.
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Tvrzeni. Piedchéazejici vétu splituje dvojice funkci

3 5 oo n,.2n+1
) s (=) =z
sinz =x 3!+5! 72 G E D
n=0
2 4 e n 2N
¢ (=1)"x
= 1 _ — R _
oS o1 Tl ; (2n)!

Nasleduji priklady silné subjektivné srovnané podle obtiznosti.

Priklady aneb to, pro€ jsme tu

Lehké

Uloha 1. Spoététe
(i) sin
(i) cos* Z —sin® Z,
(iii) cos36° — cos 72°,
(iv)

iv) sin 10° sin 50° sin 70°.

™

s T
15, COS 75 atgﬁ,

1

Uloha 2. Nechf z je realné ¢islo takové, Ze
Uloha 3. V oboru realnych ¢isel feste soustavu

sinx + cosy = sin(z + y),

siny + cosz = cos(z + ).

Uloha 4. Dokazte
(1 — cotg23°)(1 — cotg22°) = 2.

Uloha 5. Na intervalu (0, ) feste rovnici

\/§_1+\/§+1:4\/§.

sinx COST

Uloha 6. Zjednoduste

\/sin4x+4cos2x— \/cos4x+4sin2x.

—tgx = 2. Spoctéte —— +tgx.

cosx cosx
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Uloha 7. V oboru realnych &isel feste rovnici
r+m r—T
1+ si . =0.
+ sin 11
(MO 55-A-s-3)
Uloha 8. V oboru realnych ¢isel feste soustavu nerovnic
sinx + cosy > \/5,
siny + cosz > \/5,
sinz + cosx > \/5
(MO 50-A-1-4)
Uloha 9. Najdéte takova x,y € R, aby rovnice
. L (T . (T
sina = I Sin (— —|—a) + ysin (— + a)
2 6
byla splnéna pro vsechna a € R. (MKS 29-6-6)
Uloha 10. Na intervalu (0, ) Feste rovnici
sinx + cosy = sin(xy).
Uloha 11. Uréete obsah mnoziny dané podminkami z2+y? < 100 a sin(z+y) > 0.
Uloha 12. Pro vSechna z realna dokazte
3(sin* z + cos® ) — 2(sin® x + cos® z) = 1.
Uloha 13. Pro viechna piipustna z dokazte
tgdr —tg2r —tgx =tg3xrtg2rtg.
Uloha 14. Dokazte
(4cos?9° — 3)(4cos? 27° — 3) = tg 9°.
Uloha 15. Pro pifpustna = dokazte

83T _ (5-2)te(5+2)
tex  °o\3 &\3 '
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Na substituci

Uloha 16. Necht 2y = 2003 a x,,,1 = L*—ﬁ pro n > 1. Spoctéte x2004.

Uloha 17. Dokazte, Ze mezi kazdymi péti riiznymi realnymi éisly lze najit dvé (a
a b) takovd, ze |ab+ 1| > |a — b|.

Uloha 18. Vyfeste v realnych ¢islech soustavu

_ 472
YT
4y2
z2=—2—
1+ 492’
472
rT=-—-.
1+422

(MKS 27-1-7)
Uloha 19. Dokazte, Ze mezi 101 realnymi ¢isly existuji dvé éisla u, v, pro néz plati
100ju — v| - [1 — wv| < (1 +u?)(1 +v?).

(MO 61-A-I11-3)
Uloha 20. Mgéjme &ty¥irealna &isla vétsi nez jedna. Dokazte, Ze vidy umime vybrat

dvé z nich (z a y) takové, ze vyraz

(@ -DE*-1)+1
zy

nabyva hodnoty alespoii \/75 (MKS 27-8-5b)

TEzsi

Uloha 21. Ozna¢me f(z) = sinz + sin2x + - - - + sin 1000x. Dokazte, Ze soucet
kofenti této funkce na intervalu (0, 5) je 20017. (MKS 21-3-4)

Uloha 22. Najdéte vSechna feSeni rovnice
sin?z + sin 2z sindz + - - - + sinnz sinn’z = 1.

(MKS 4-1-4)



Uloha 23.

Uloha 24.

Uloha 25.

Uloha 26.

Uloha 27.

Uloha 28.

Uloha 29.
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V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic
sin® z + cos?y = tg? 2,

sin? y + cos? z = tg?x,

sin? z + cos? = tg?y.
(MO 62-A-1-6)
V oboru realnych ¢isel feste soustavu
2sinz cos(z + y) +siny = 1,
2sinycos(z 4+ y) +sinz = 1.
(MO 58-A-1-1)

Urcete vnitini uhly v trojuhelniku «, 3, v, pokud spliuji
2sin Ssin(a + ) — cosa = 1,
2sinysin(y + 8) — cos 8 = 0.
(MO 58-A-II-3)
V oboru realnych ¢isel feste rovnici
V2 (sint + cost) = tg® t + cotg®¢.
(MO 55-A-1-1)
V oboru realnych ¢isel feste soustavu
sin® z + cos® y = 42,
sin? y + cos® z = z2.
(MO 55-A-11-4)

Dokazte, ze pro libovolna realnd ¢isla «, 8 € (0, ) plati nerovnost

1
> 24\/tga +tgS.
cosa  cospf

(MO 51-A-TI-1)

Predpokladejme, Ze realna cisla a, b spliuji

sinag +sinb =

SEuTs

cosa + cosb =

Spoctéte sin(a + b).

Uloha 30.

Spoctéte
cosa - cos2a - - cos999a,
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Par macka
Uloha 31. Spoctéte
(1+tgl°)(1+tg2°%)--- (14 tg45°).

(AMC12P 2002)
Uloha 32. Vsak uz vite, co s tim

tg?x + 2cotg? 2y =1,
tg?y + 2cotg? 2z =1,
tg? 2 + 2 cotg? 2z = 1.

(MO 55-A-111-6)
Uloha 33. Najdéte nejmensi hodnotu vyrazu

1
sinx cosx

1
sinx + cosx 4+ tgx + cotgx + —— +

pro z € R. (Putnam 2003)
Uloha 34. Piedpokladejme, Ze redlna éisla a, z,y, z € R spliiuji

COST + Cosy+cosz  sinx +siny+sinz
cos(r+y+z)  sin(z+y+z2)

Dokazte, ze pak plati
cos(x + y) + cos(y + z) + cos(z + ) = a.

O goniometrickych funkcich by se dala napsat jesté spousta véci — uz jen proto, ze
souvisi s trigonometrii, které jsem se snazil co mozné nejvice vyhnout. Trigonometrie
se pak da vztahnout na ¢ast geometrie, a to uz je opravdu velké téma. Kazdopadné
by se sluselo Fici, Ze jsem vynechal témata ,,O pohybu na kouli“ a ,,Skalarni soucin
vektori“, které si mize Gtendf doplnit ze skvélé knihy [1], ze které jsem Cerpal.
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