Goniometrické substitucie

MARTA KOSSACZKA

S goniometrickymi funkciami ste sa uz urcite stretli, pravdepodobne predovsetkym
v geometrii. Ich pouzitie tam ale zdaleka nekondi.

Na zacdiatok si zhriime, ¢o o nich vieme. Funkcie sinus a kosinus sa daji definovat
pomocou jednotkovej kruznice. T4 mé stred v pociatku (bod [0,0]) a polomer 1.
Uvazujme lubovolni polpriamku p za¢inajticu v poc¢iatku, potom uhlu (orientujeme
ho proti smeru hodinovych ruéiciek), ktory zviera z-ové os s p, zodpovedd prave
jeden priese¢nik p a jednotkovej kruznice. Hodnota y-novej stiradnice tohoto bodu
je sinus daného uhlu, kym z-stiradnica udéava kosinus daného uhlu.

Tvrdenie. Pre funkcie sinus a kosinus plati:
(i) Defini¢ény obor oboch funkcii st vSetky redlne éisla.
(i) Ich obor hodnét je interval [—1,1].
(iii) Obidve funkcie st 27 periodické.

)
)
(iv) Sinus je na intervale [—g, %] rastici a na [g, 37”] klesajtici.
(v)

v) Kosinus je na [—m, 0] rastici a na [0, 7] klesajuci.
Funkcia tangens je definovana na svojom definiénom obore ako

sina

tga =
cos a

a funkcia kotangens je definovana na svojom definicnom obore ako

cosa

cotga = — .
sina
Tvrdenie. Pre funkcie tangens a kotangens plati:

(i) Defini¢ny obor tangensu je R\ {k%;k € Z} a kotangesu R\ {km;k € Z}.

(ii) Obor hodnét oboch funkcii si vsetky redlne ¢isla.

(iii) Obidve funkcie st 7 periodické.

(iv) Tangens je na intervale (—7%, %) rastici.

(v) Kotangens je na intervale (0, 7) klesajuci.

Pre goniometrické funkcie plati zopar uzito¢nych, Specidlnych vztahov, ktoré je
dobré si zapamitat.
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Tvrdenie. Pre vSetky a,b € R, k € Z, pre ktoré md dany vyraz zmysel (tj. nede-
lime nulou) plati:

sin (% —a) = cosa, cos (% —a) =sina,
sin(—a) = —sina, cos(—a) = cosa,
tg(—a) = —tga, cotg(—a) = — cotga,

sin?a + cos®>a =1,
sin(a & b) = sina - cosb £ sinb - cosa,

cos(a £ b) = cosa-cosb Fsina - sinb,

tga +tgb
tgla+b) = —————
gla+b) 1F¥tga-tgh’
tga - cotgbF 1
cotg(a:l:b):co g0 coteb T
cotga + cotgb
+b b
sina + sinb = 2sin a=2 - COS ¢ ,
2 2
a+b a—b
cosa + cosb = 2 cos —5 ) " cos 5 ,

— b= —2sin a_—i—b sin a—b
cosa — cosb = S 5 5 .

Priklady

V nasledujtcich prikladoch sta¢i iba dobre uhddnut vhodnd substitiiciu pomocou
vy$sie uvedenych vztahov.

Priklad 1. Majme realne &isla a, b také, ze a® + b?> = 1. Néjdite minimum a

maximum vyrazu ab.

Priklad 2. Dokézte, ze zo Styroch lubovolnych ¢isel z intervalu (0, 1) vieme vybrat
dve tak, aby platilo

O<x\/1—y2—y\/1—m2<%.

Priklad 3. V obore redlnych ¢isel rieste ststavu rovnic:

2z + 22y =y,

2y + 2z = z,

2z + 2%z = 1.
Priklad 4. Rozhodnite, ¢i existuje 100-prvkova mnozina éisel S s vlastnostou: ak
x patri do S, tak aj &islo 222 — 1 patri do S.
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Priklad 5. Pre Iubovolné ¢islo a € R definujme postupnost vztahmi z; = a a
Tpi1 = 1/(1 —z,) — 1/(1 + ), az kym w,, = £1, &slo n potom oznacuje dlzku
tejto postupnosti. Kolko existuje postupnosti s dlzkou 87

Priklad 6. Dokéazte, ze rekurentne zadana postupnost spliiujica vztah
\/ga:n -1
Tpy1 = ———=
T e+ V3
je periodicka
Priklad 7. Majme rekurentnii postupnost zadant vztahom

14z,
1—x,

Tn+1 =

a xo = 2013. Vypocitajte hodnotu xs914.

Nerovnosti

Goniometrické funkcie maju velké vyuzitie aj medzi nerovnostami. Pri takychto tlo-
hach ale dosadenie byva iba za¢iatkom, potom treba siahnuf po nejakych klasickych
zbraniach, ako AG alebo Jensenova nerovnost, ¢ inych zndmych nerovnostiach ty-
kajucich sa predovSetkym trojuholnika.

Nasledujice tvrdenie vyplyva z Jensenovej nerovnosti a je ¢asto vyuzivané po
prevedeni nerovnosti na goniometricky tvar.

Tvrdenie. Majme trojuholnik s vnutornymi uhlami a, b, ¢, potom plati:

N W

. a+ . b+ €
Ssin — S — Sin
2 2 =

N O

Tvrdenie. Majme ostrouhly trojuholnik s vnitornymi uhlami a, b, ¢, potom plati:
3
cosa + cosb+ cosc < 7

Poznamka. Tvrdenie plati aj pre vSeobecny trojuholnik.

V nerovnostiach sa obcas stretdvame s réznymi podmienkami, ktoré nam sami od
seba ni¢ nehovoria. UkdZeme si, ako sa moZzeme takychto podmienok zbavit pomocou
$pecifickych goniometrickych substiticii.

Tvrdenie. Nech sii ¢isla a,b,c € (0,%), potom plati nasledujiica rovnost prave
vtedy, ked a, b, ¢ st uhly trojuholnika:

tga+tgb+tgec=tgatgbtge.
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Uloha. Majme kladné realne ¢isla také, ze plati « + y 4+ 2z = xyz. Dokazte:
1 1 1 3
+ + < 5.
Vit J14+y2 VIi+227 2

(Korea 1998)

jus

Riesenie. Vieme, Ze tangens na intervale (0, 5) dosahuje vSetkych realnych klad-
nych ¢isel. Preto mozeme substituovat z = tga, y = tgb, 2 = tgc pre nejaké
a,b,c € (0, 5). Potom podla podmienky plati tga +tgb+tgc = tgatgbtge, a teda
z predoslého tvrdenia vieme, Ze a, b, ¢ st uhly trojuholnika.

Dosadime do nasej nerovnosti a dostavame:

1 1 1 3
+ + <2,
Vittgla  J14+tg2b  J1+tg2c 2
1 1 1 3
+ + SE-

1 1 1
cos?a cos? b cosZ ¢
KedZe kosinus je na intervale (0, 7) kladny, mézeme odmocnit a dostavame:

3
cosa + cosb+ cosc < o

¢o je presne predoslé tvrdenie, pretoze a, b, ¢ st uhly trojuholnika.

Priklad 8. Majme kladné redlne ¢isla x, y, z také, Ze plati = + y + 2 = ayz.
Dokéazte:

wy+yz+az>34+V1+22+/1+92+ 1+ 22
Tvrdenie. Majme disla a,b,c € (0,7), potom plati nasledujiica rovnost prave

vtedy, ked a, b, c sti uhly trojuholnika:

t at b—l—t bt C—l—t Ct a—l
By T8y T8 EG T
Priklad 9. V obore redlnych ¢isel rieste ststavu rovnic:
3(z% + )yz = 4(y* + Vawz = 5(2% + 1)y,
kde plati xy + yz + zz = 1.
Tvrdenie. Majme ¢isla a,b,c € (0,7), potom plati nasledujiica rovnost prave
vtedy, ked a, b, ¢ st uhly trojuholnika:

b b
sin23+sin2§+sin2§+2singsin§sing =1.

Priklad 10. Majme &sla z, y, z vicsie ako 1 spliiujice % + % + % = 2. Dokazte:

\/x—l—l—\/y—l—l-\/z—lgs/x—l—y—i—z.

(Iran 1997)
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Dalsie priklady
Priklad 11. Majme kladné redlne ¢isla x,y, z také, Ze plati x + y + 2z = ayz.

Dokazte: 3
3V3
x n y n z < .

Vi+a?  J1+y2 V1+22 2

Priklad 12. Nech a, b, ¢, d st kladné realne ¢isla také, ze plati:

1 N 1 N 1 N 1 1
1+a2 140 14+4¢2 1442

Dokazte, ze abed > 3. (Lotyssko 2002)
Priklad 13. Nech z, y, z st kladné realne ¢isla. Dokazte, Ze plati:

x z
<1

Y
PRI/ ) o LRV a7y ST o e

(Walther Janous, Crux Mathematicorum)
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