Goniometrické funkce
| David Opéla

Uvod

Na stiedni (a ¢asteéné uz i zakladni) skole se mnozi z Vés jisté seznamili s tzv. go-
niometrickymi funkcemi (zvanymi téz trigonometrické) — sinus, kosinus, tangens a
kotangens, a také s funkcemi k nim inverznimi (tzv. funkcemi cyklometrickymi). Na-
udili jste se nékolik vét, pomoci nichz lze z t¥{ znamych ddaju (délek stran ¢i velikosti
vnitfnich thld) spocitat ty zbyvajici. Je zde ovSem jedna obtiz: umite je opravdu spo-
¢itat? K tomu potiebujeme poéitat hodnoty téchto goniometrickych funkei (& funkei
cyklometrickych). To za nds v praxi samoziejmé uéini kalkuldtor, ale ten nerysuje
pfislusny pravouhly trojuhelnik.

Stiedoskolské definice goniometrickych funkci

Na stfedni gkole se tyto funkce zavadéji dvéma zpusoby. Nejprve se uvazuje pravo-
uhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu C o stranich délek a = |BC|,b =
|AC|,c = |AB| a tihlech o, 3, v. Definuje se sina = £, cosa = %,tga = §,cotga = %.
Tato definice mé tu nevyhodu, Ze je pouze pro ostré thly.

Jina definice je pomoci jednotkové kruznice. V roviné s kartézskou soustavou
soufadnic narysujeme kruznici se stfedem v pocatku a polomérem 1. Uhel a nanasime
od x-ové osy proti sméru hodinovych ruci¢ek. Narysujeme rameno tohoto thlu a
uvazime bod, kde se toto rameno protne s jednotkovou kruznici. Jeho y-ova souradnice

. . ;. _ sina __cosa
Je sinq, x-0va je cosa, tga = ¢ oo, cotga = Foo -

Definice pomoci vlastnosti

Na vysoké gkole se goniometrické funkce ¢asto definuji jako jedina dvojice funkci f, g,
kterd splnuje nasledujici podminky:
1. Obé jsou definovany pro vSechna z, tj. D(f) = D(g) = R.
2.Vr,y e R: f(z+y) = f(2)g(y) + 9(2) f (),
9(z+y) = g(x)g(y) — f(x)f(v),
g(—z) = ( ),
f(=z) = —f ().

3. Existuje kladné &islo, které oznacime 7, takové, ze funkce f(x) je rostouci
v intervalu (0, %), f(§)=1a f(0) =
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f(z) =1.

x

4. Plati : lim,_.q

Definice radami

Definice fadami je jind mozné definice, kterd se pouzivd také k dikazu existence
dvojice funkci, jez splituje pfedchozi definici. Sinus i kosinus se definuje jako soucet
absolutné konvergentni mocninné fady s nekonecnym polomérem konvergence, coz
zhruba znamend, Ze fady, kterymi jsou tyto funkce definovany, maji soucet v kazdém

bodé. Tedy jest:
st :C2k+ 1

sinx = —
'7
22 2k +1)!

> ka’
cosx = .
r=), (2k)!
k=0
Tangens a kotangens jsou opét podilem téchto dvou funkci a pomoci fad lze také

pomérné jednoduse vyjadfit funkce arkustangens a arkuskotangens:

& (_1)2k+1x2k+1

arctgx = Z

2k + 1)
arctanx = 3 ﬂ
£ (2k+1)

A protoze, jak si ukdZeme, pro arkussinus a arkuskosinus plati

1— 22
arccos r = arctg 5
T
. x2
arcsin x = arctg 5
-z

umime uz spocitat hodnoty vSech zminovanych funkeci.

22



David Opéla: Goniometrické funkce

Vlastnosti goniometrickych funkci

Na prednésce si ukdzeme, jak tyto definice spolu vzajemné souvisi a jaky vyznam mé
¢islo 7. Tyto funkce maji samoziejmé spoustu dalsich vlastnosti, z nichz jisté mnohé
znate. VSechny trigonometrické funkce jsou periodické, funkce sin x, cos x maji periodu
27 a jsou spojité na celé realné ose, tgx, cotg x periodu m, ale jsou spojité pouze na
jistych intervalech délky 7. Ukazeme si, jak se tyto definice mohou rozsifit do oboru
komplexnich ¢isel a jak souvisi s exponencidlou, mimo jiné zndmou Moivreovu vétu

(cosz +isinx)" = cos(nx) + isin(nx),
exponencialni tvar komplexniho ¢isla
e = cos€ +isin
a odvodime dalsi vztahy, napiiklad

tgxr +tgy
) = T ety

Goniometrické rovnice

V této kapitolce si vysvétlime, jak fesit rovnice, v nichz se vyskytuje neznama jako
argument trigonometrickych funkci. Nasim cilem bude rovnici pfevést na tvar f(z) =
a, kde f je nékterd z goniometrickych funkci, a je konstanta. Tento tvar rovnice
se nazyva zdkladni. Tim jiz je opravdu rovnice vyfesena, nebof pomoci vztaht pro
cyklometrické funkce neznamou urc¢ime. Tyto rovnice vétSinou fesime uzitim vzorct,
které jsou uvedeny vyse, ¢asto vyuzivame substituce nebo rovnici pfevedeme na tzv.
soucinovy tvar, kde na jedné strané jest 0 a na druhé soucin funkci. Z algebry vime,
ze rovnost nastava, pravé kdyz alespon jeden z ¢initel je roven nule.
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