Goédelovy véty o neudplnosti

| Eva Ondrdckovd

Tato pfednaska volné navazuje na piedchozi Uvod do vyrokové a predikatové logiky
a bude se zabyvat Godelovymi vétami o nedplnosti. To jsou slavné tvrzeni, ktera
ve své dobé zcela zménila tvar matematiky. Nasim cilem bude seznamit se s jejich
znénim a dikazem, pochopit hloubéji, co vlastné tvrdi a jaky je jejich vyznam v logice
a matematice. A moZna se tak i vas pohled na tyto discipliny trochu zméni . ..

Enumerovatelnost a rozhodnutelnost

Definice. (Enumerovatelnost a rozhodnutelnost)  Necht F je mnozina formuli néja-
kého jazyka L, T je teorie s jazykem L.

e Rikame, 7e F je enumerovatelnd, existuje-li algoritmicka procedura, kterd generuje
vsechny prvky mnoziny F.

e Rikdme, ze teorie T je rozhodnutelnd, jestlize existuje algoritmicka procedura, ktera
pro libovolnou formuli A jazyka L dovoluje rozhodnout, zda A je ¢i neni vétou teorie
T. V opacném pripadé rikame, ze T' je nerozhodnutelnd.

Muzete si rozmyslet (a na prednasce si o tom povime), jaky je mezi témito dvéma
pojmy vztah, jestli tieba jeden neplyne z druhého ...

V definici jsme pouzili slovni spojeni ,algoritmickd procedura“. Pod tim si pravdé-
podobné kazdy predstavi néco malicko jiného, bylo by tedy uzite¢né si tento pojem
néjak formalizovat. Zavedeme si proto pojem rekurzivni funkce. Rekurzivnimi funk-
cemi se zabyva teorie vycislitelnosti a my do ni pfili§ fuSovat nebudeme, postaci nam
intuitivni predstava, o ¢em je fe¢. Uvedeme si presné znéni definice, ale spiSe pro
zajimavost; na pfedndasce si povime o tom, jak jinak (a jednoduseji) lze na rekurzivni
funkce nahlizet.

Definice. (Zékladni funkce) Zdkladnimi funkcemi nazveme funkce:
e o(z) ~ 0 (nulovd funkce)

o s(z) ~ z+ 1 (funkce ndslednika)

. I%(xl, ..oy n) 2 x4, kde 1 < j < n (funkce vydélend j-té slozky)

Symbolem ~ rozumime, Ze pravé strana mé smysl pravé tehdy, kdyz ma smysl leva,
a pak se rovnaji.
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Definice. (Operatory)
e operdtor substituce: Sy (f,91,---,9m) = h, kde h je funkce takova, ze
h(z1,...,zn) ~ flg1(z1,. .., Zn), ..., gm(x1, ..., Tn)).
e operdtor primitivni rekurze, ,for-cyklus“: Rn(f,g) = h, kde
h(0,z2,...,2n) ~ f(z2,...,2n),
h(y+1,z2,...,20) ~ g(y, h(y, 22, ..., Tn), T2, ..., Tn).

e operdtor minimalizace, ,while-cyklus“: Mn(f) = h, kden >1 a h(z1,...,2n) ~ 2
pro z takové, ze
(Vj)j<z f(x1,...,%n,J) je definovand a riizna od 0,
f(z1,...,2n,2) je definovand a rovng 0.

Definice. (Rekurzivni funkce)  Funkci nazveme primitivné rekurzivni (édstecné re-
kurzivng), jestlize ji lze odvodit ze zakladnich funkci pomoci koneéné mnoha pouziti
operdtortd S;', Rn (a Mn). Céstecné rekurzivni funkce definované vsude nazveme
rekurzivni.

Definice.
e Rikame, e mnozina A C N je rekurzivni, je-li jeji charakteristicka funkce rekurzivni.

e Rikiame, %e mnozina A C N je rekurzivné spocetnd, je-li definiénim oborem néjaké
castecné rekurzivni funkce.

Aritmetizovatelnost a reprezentovatelnost

Ukézeme si, ze formdélni systém lze tzv.
aritmetizovat, tedy ze jeho termy, formule,
posloupnosti formuli a dikazy muZzeme po-
moci rekurzivnich funkci kédovat pfirozeny-
mi Cisly a tim vlastné onen formalni systém
cely vnofit do aritmetiky. A naopak, rekur-
zivni funkce v aritmetice muzeme reprezen-
tovat zpét ve formalnim systému, neboli pre-
vést aritmetické rovnosti na dokazatelnost ur-
Citych formuli a tak zase do onoho formil-
niho systému vnofit celou aritmetiku. Tim
dojdeme k pozoruhodnym zavérim, umozni-
me napiiklad formulim, aby hovofily o jinych formulich, pfipadné samy o sobé. Odtud
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uz ziskdme kyzené vysledky: netplnost, nerozhodnutelnost, nedefinovatelnost pravdy
atd.

Kédovani formalniho systému
Uvedeme si zde nékolik krokti kédovani, za¢neme posloupnostmi: polozime
() =1 (kéd prazdné posloupnosti),
1 1 1

<n07n17 s 7n/€> :pgo+ 'p?1+ o pzk—‘r )
kde k£ > 0 a p; je i-té prvocislo.
Jazyk aritmetiky je jazyk se specidlnimi symboly 0, S, +, - a <. Nejprve ptrifadime
kazdému symbolu specidlni éislo, které pouzijeme pro kédovéani. O proménnych bu-
deme predpokladat, ze se jmenuji pouze z; pro ¢ € N. Prifadime jim suda ¢isla,
specidlnim symbolim licha ¢isla a logickym symbolim dosud nepouzita licha cisla:

o(xz;) = 24 pro vSechna i € N,
c(0)=1, 0(S)=3, o(+)=5, a(-) =7, o(<) =9,

o(—) =11, o(—) =13, o(¥V) =15, o(=) = 17.

Nyni pfistoupime ke kédovani termid a formuli. Necht x; je proménna, r a s jsou
termy, pak budeme pfifazovat ¢islo § takto:
fo; = (o(z;)) = (2i) 80 = (1)
157 = (a(S), tr) S+ 5) = (o(+), i, ts)
$(r-5) = (o), ir. 1s)
Analogicky postup pouzijeme pro formule. Jsou-li B a C formule, pak
ﬁ(’/‘ = 5) = <U(:)7 fr, ﬁ8> ﬁ(’/‘ < 5) = <U(§)7 ir, ﬁ5>
i-B = (o(-),1B) #(B — C) = (0(—),1B,4C)
(Vi) B = (a(V), (2i), 4B)

Reprezentovatelnost

Definice. Necht T je teorie prvniho fddu s jazykem aritmetiky L. Potom namisto

Azy,..zp[n1,- .. ,ng] budeme pro jednoduchost psat A(ni,...,ng).
e Rikdme, Ze k-arni relace R C NF je reprezentovatelna v teorit T, jestlize existuje
formule A v jazyce L s volnymi proménnymi x1, 2, ... , xj takova, ze pro libovolna
ni, na, ..., ng € N plati
R(n1,na,...,ng) =T+ A(n1,na, ..., 7g),
-R(ni,no,...,n;) =T+ -A(RL, 722, ..., 7g)-

Rikéme, ze formule A reprezentuje relaci R v teorii T.

e Rikame, Ze k-arni funkce f je reprezentovatelnd v teorii T, jestlize existuje formule
A v jazyce L s volnymi proménnymi x1, x2, ..., T}, y takova, Ze pro libovolna ni,
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ng, ..., ng € N plati
T+ A(nL,ng, ..., 05, y) < y= f(ni,ne,...,ng).

Rikame, #e formule A reprezentuje funkci f v teorii T.

Definice. (Robinsonova aritmetika) Robinsonova aritmetika @) je teorie prvniho
fadu s nasledujicimi axiomy:

Q1: S(z)#0 Q5 z+S(y)=5@+y)

Q2: Sx)=Sly)—z=y Q6: z-0=0

Q3 =z #£0— 3y (z=25(y)) QT z-S(y) =y +a
Q4L z4+0==x Q8 z <y «<3Iz(z+zx=y)

Definice. (Peanova aritmetika) Peanova aritmetika P je teorie prvniho Fddu s ja-
zykem aritmetiky, ma axiomy QI, Q2, Q4 — Q8 a nasledujici schéma indukce:

Az[0] — {Vz(A — AL[S(z)]) — VzA}.

Definice. (Uplna aritmetika) Uplnd aritmetika Th(M) je teorie v jazyku aritme-
tiky, jejiz axiomy jsou vSechny uzaviené formule pravdivé ve standardnim modelu
aritmetiky N, tedy

Th(N) = {A|A je uzaviend formule a T = A}.
Je-li T C Th(N) teorie s jazykem aritmetiky a jsou-li vSechny rekurzivni relace
a vSechny castecné rekurzivni funkce reprezentovatelné v T', piSeme Repr T'.

Véta. Repr Q, Repr P, Repr Th(M).

Lemma. (O diagonalizaci) Necht'T je teorie
takova, ze plati Repr T'. Pro kazdou formuli A
s jednou volnou proménnou existuje uzaviena
formule D 4 takova, ze plati

TEDy < Am[ﬁDA]
(D4 fikd ,mdm vlastnost A“).

Véta. (A. Tarski, o nedefinovatelnosti pravdy
v aritmetice)

(i) Necht T je bezesporné rozsifeni @, pro
které plati Repr T'. Je-li mnozina Th(T') vSech
pravdivych uzavienych formuli teorie T re-
prezentovatelna v T', pak existuje uzaviena
formule D jazyka teorie T takova, ze D ani
—D neni prvkem mnoziny Th(T).
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(ii) Th(T) neni reprezentovatelna v Th(T).

Definice. Je-li T teorie s jazykem aritmetiky, definujeme mnozinu Thmr kédu vét
teorie T jako Thmy = {#A|A je formule a T - A}. Rekneme, %e T je rozhodnutelnd,
pravé kdyz Thmr je rekurzivni mnozina.

Véta. (O nerozhodnutelnosti aritmetiky, Church, 1936)  Je-li T' bezesporné rozsifeni
Robinsonovy aritmetiky (), potom T je nerozhodnuteln4 teorie.

Véta. (O neuplnosti aritmetiky, Godel, Rosser)  Je-li T' rekursivné axiomatizované
rozsiteni Robinsonovy aritmetiky, pak T neni plna teorie.

Véta. (Druha véta o nedplnosti, Godel, 1931)  Necht T je bezesporné, rekurzivné

axiomatizovatelné rozsifeni Peanovy aritmetiky. Pak T t/ =Thmp(#(0 = 1)).

A co to vSechno viibec znamena?

Prvni Goédelova véta fika, ze mame-li libovolny formalni systém tak silny, Ze obsa-
huje zékladni aritmetiku, pak nutné obsahuje tvrzeni, ktera v ném nelze dokazat ani
vyvratit. Mohou tak existovat pravdy, ke kterym nelze zkonstruovat dikaz (a nao-
pak nepravdy, pro néz neexistuje diikaz jejich negace). Druhd véta tvrdi zase to, ze
uvnitt dostatecné silné teorie nelze dokazat bezespornost ji samé. Popularné receno:
prostredky matematiky nemiizeme dokazat konzistenci matematiky.
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