Geometrie Cisel
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ABSTRAKT. Jakkoliv se to muze zdat pozoruhodné, geometrie je vskutku uziteénym
nastrojem v teorii Cisel. I velmi obtiznou ulohu jde nékdy vyfesit extrémné jednodu-
chym geometrickym argumentem. Jednim z nich je tzv. Minkowského véta, kterou si
dokazeme a aplikujeme na né€kterd tvrzeni, jako je slavna Lagrangeova véta o Ctyfech
ctvercich. Na zavér dojde i na diofantické rovnice a tlohy z matematické olympiady.

Body, miizky, rovnobé&Znostény

Pojdme rovnou k tomu hlavnimu. Minkowského véta zhruba feceno Fikd, ze dosta-
tecné velky symetricky ttvar rozumného tvaru nemiiZze mijet mfizové body. Tolik
nejasnosti si pfimo koleduje o definici.

Zac¢néme témi mifZovimi body. Casto se jeden spokoji s definici miizky v R?, totiz
ze to jsou ty body roviny, jejichZ souradnice jsou celo¢iselné. Pfimocarym zobecnénim
ziskdme definici v R™ pro libovolné pfirozené n. My vsak budeme jeSté narocnéjsi.

Definice. Bud n € N. MyiZkou A = A(B) v R" s bdzi B = {v1,...,0,}, kde v;
jsou linearné nezavislé vektory v R™, nazveme mnozinu vSech celoc¢iselnych linearnich
kombinaci vektoru z baze B, presnéji

A= {;aivi; a; € Z}.

Zakladnim rovnobéznosténem T = T(B) miizky A(B) nazveme mnozinu

T = {Zaivi; a; € (0, 1)}
i=1

Objem miizky definujme jako objem zakladniho rovnobéznosténu a oznac¢me Vol(A).

Nage definice je konzervativni v tom smyslu, Zze zvolime-li si bazi R? z vektort
v = (0,1) ave = (1,0), pak mfizka A odpovidd nasemu ptvodnimu chapani miizky
v roviné. Zakladni rovnobéznik je pak ,¢tverec* (0,1) x (0,1). Objem A je zjevné
roven jedné.
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Povsimnéme si, ze mnoziny {z + T'; x € A} tvoii rozklad celého prostoru, tj. pro
kazdy bod y € R™ existuje pravé jeden bod miizky x € A takovy, zey € z + T =
{z+2 2z€T}.

V uvedené definici jsme ziistali jesté néco malo dluzni — objem mfizky totiz zavisi
na T'. Potiz je v tom, Ze vice bazi muze definovat tutéz miizku, ackoli T' vypada rtzné.
Piikladem budiz tfeba baze {(2,3),(3,4)}. Snadno si rozmyslime, Ze generuje onu
yzakladni“ m¥izku v R? stejné jako baze, kterou jsme volili vyse. Pomoci zékladt
linearni algebry vsak lze trividlné odvodit fakt, ze pokud dvé baze generuji tutéz
miizku, odpovidajici zdkladni rovnobéZznostény maji stejny objem.

Pfipomernime si zbyvajici potfebné pojmy.

Definice. Mnozina M C R”™ se zove konvezni, pokud s kazdymi dvéma body ob-
sahuje tsecku tyto body spojujici, tj. z,y € M implikuje Az + (1 — N\)y € M pro
kazdé A € (0,1). M je stiedove symetrickd, pokud x € M implikuje —z € M, a je
omezend, pokud lezi v néjaké kouli.

Minkowského véta
Nyni jiz mizeme poctivé vyslovit Minkowského vétu.

Véta. (Minkowski, 1891) Budte M C R™ konvexni, omezend a stfedové symetricka
mnozina a A C R™ mfizka spliujici

2" Vol(A) < Vol(M),

kde Vol(M) je objem M. Potom B obsahuje miiZzovy bod riizny od pocatku.

Uvédomme si, co véta specidlné fika pro rovinu a onu ,zakladni miizku“. Jeji
objem je ziejmeé roven jedné. Pokud tedy ma M predepsané vlastnosti a objem vétsi
nez 4, pak obsahuje mrizovy bod rizny od pocatku. Ze symetrie navic plyne, Ze
obsahuje miiZové body alesponi tfi (véetné pocatku).

Tlustrujme nyni pouziti Minkowského véty na jednoduchém prikladé.

Priklad. Umistéme do kazdého miizového bodu prostoru vyjma pocatku kouli
o poloméru r > 0 (spoleény pro vSechny koule). DokaZte, Ze neexistuje pfimka
prochazejici pocatkem, kterd neprotind zddnou z téchto kouli.

Predpokladejme pro spor, ze existuje primka prochazejici pocatkem, kterd miji
vSechny koule se stfedem v miizovych bodech. Podél této primky lze tedy zkonstru-
ovat ,,pas“ o libovolné délce a priméru r tak, aby neprotinal zadny mftiZzovy bod.
Nyni staci vzit pas dostatecné dlouhy na to, aby jeho objem byl vétsi nez 2™, kde n
je dimense prostoru. Pak podle Minkowského véty tento obsahuje mrizovy bod, coz
neni mozné.
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Dva a ctyfi Ctverce

Minkowského véta se ukaze byti uziteénym nastrojem k dikazu nasledujicich dvou
tvrzeni. Prvni fika, Ze kazdé prvocislo tvaru 4k + 1 lze zapsat jako soucet dvou
¢tverct. Lagrangeova véta pak zarudi, ze vibec kazdé Cislo lze zapsat jako soucet
Ctvercd Ctyr.

Ke kazdému z dukazi budeme potfebovat po jednom snadném lemmatu, které
dokazeme ¢isté algebraickymi prostiedky.

Lemma. Bud p prvocislo tvaru 4k + 1 pro néjaké prirozené k. Potom existuje celé
¢islo a spliujici
a®>=-1 (mod p).

Tvrzeni. Bud p prvodislo tvaru 4k + 1 pro néjaké prirozené k. Potom rovnice
p=a?+y’

ma reseni x,y € Z.

Lemma. Bud p prvodéislo. Potom rovnice
2 2 _
*+y*+1=0 (modp)

ma reseni x,y € Z.

Pouzitim Cinské zbytkové véty a predchoziho lemmatu dostdvame témér bez-
prostfedné disledek. Pfipomenme, Ze ¢islo se zove bezctvercovym, pokud se v jeho
prvociselném rozkladu vyskytne kazdé prvocislo v nejvysSe prvni mocniné.

Korolar. Rovnice 2% + 4% +1 =0 (mod m) mé4 v celych ¢&islech feseni pro kazdé
bezctvercové ¢islo m € N.

Véta. (Lagrange, 1770) Bud n nezdporné celé ¢islo. Pak rovnice
n:xf—i—x%—l—x%—i—xz

ma reseni x1,Ts,x3, x4 € Z.

Pro tplnost jesté dodejme, Ze oba tyto vysledky maji i své Cisté algebraické dii-
kazy. Zvidavy ¢tendf necht nahlédne do poznamek [1].

Diofantické rovnice

Dokazat, Ze néjaka diofantickd rovnice nemé feSeni, je pomérné klasicky problém.
Co kdyz ale mame dokézat, ze feSeni ma? Také zde ndm muze byt pan Minkowski
k ruce.

Nasledujici tloha poskytuje navod, jak 1ze nalézt odpovéd dokonce na celou t¥idu
podobnych problému.
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Uloha. Budte a, b, ¢ kladna cela ¢isla splijici ac = b? + b+ 1. Pak rovnice
ar® — (2b+ Vzy +cy® =1

m4 FeSeni x,y € Z. (Polskd MO)

Uvazujme ty body roviny (z,y), pro které plati az? — (2b + 1)ay + cy? < 2.
Jednoduchymi v§pocty ovéiime, Ze se jedna o vnitiek elipsy s obsahem 47/+/3 > 4.
Ziejmé je tato elipsa konvexni, stfedové symetricka i omezena. Podle Minkowského
véty tak obsahuje m¥izovy bod (x,y) rtzny od pocatku. Protoze ac = b2 + b+ 1, je
jisté ax? — (2b+ 1)ay + cy? > 0 a z celociselnosti viech konstant nutné dostavame
ax? — (2b+ 1)ay + cy? = 1. Cisla z, y jsou tedy hledanym Fesenim.

Je vidét, ze stejny postup bude fungovat pro rovnice, které ve smyslu predcho-
ziho navodu definuji konvexni omezené mnoziny, jez jsou symetrické kolem néjakého
mfizového bodu a maji dostatecné velky objem.

Tento argument jisté zazni i v nasledujici tloze, le¢ sdm stacit nebude. Podstatnym
krokem je jesté zvolit si lisacky miizku.

Uloha. Bud n piirozené &islo takové, Ze rovnice
2 2
r+rxy+y - =n

ma FeSeni x,y € Q. Pak tato rovnice ma také feSeni x,y € Z. (KoMaL)

Timto nas vyklad koné¢i. Dalsi tlohy a zajimavé aplikace lze nalézt naptiklad
v knize Problems From the Book [2], kde je problematice vénovana celd kapitola
Geometry and Numbers.
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