Geometrické nerovnosti

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje vybér z geometrickych nerovnosti. V prvni ¢asti se
zaméfuje na ruzné aplikace trojihelnikové nerovnosti, ve druhé uvadi nékolik znamych

a obtizné&jsich tvrzeni.

Umluva. Délky stran trojihelnika ABC budeme znaéit a, b, ¢ a piisluiné protéjsi

vnitini dhly «a, 3, v.
Uloha. (Motivaéni) Pro kladn4 ¢isla splitujici @ + b+ ¢ = 8 dokazte

V1+aZ+V4A+b2+9+c2 > 10.

Zbrané
Pripomenme si nésledujici tfi uzitecna tvrzeni.

Tvrzeni. (Kosinova véta) Plati a? = b2 + ¢? — 2bc cos .

Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro nezdpornd ¢&isla aq, . .., ay plati
ap+---+an
—— > Yay ... ay,.
n
Rovnost nastava pro ay = -+ = ay,.
Tvrzeni. (Cauchy—Schwarzova nerovnost) Pro redlnd ¢isla ay,...,a, a by,...
plati

Sy (Yan)

Rovnost nastava, pokud a; = Ab; pro néjaké A € R.
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Troj(ostro)aihelnikova nerovnost

Zacéneme jednoduchou, ale velmi uzite¢nou a fundamentalni nerovnosti a jeji geome-
trictéjsi modifikaci.

Tvrzeni. Nezaporna realna cisla a, b, ¢ tvori strany trojuhelnika, pravé kdyz spl-
nujia+b>c,b+c>aac+a>>b (pokud pripustime degenerované trojihelniky
zméni se nerovnosti na neostré). Tento trojihelnik je ostrodhly, prévé kdyz plati
a?+b% >, b +c? > a? ac®+a? > b? (rovnosti piipoustdji pravouihlé trojihel-
niky).

Casto je vyhodnéjsi jedna z nasledujicich formulaci:

Tvrzeni. Nejkratsi kfivka (lomend ¢dra) spojujici body A a B je tsecka AB.

Tvrzeni. (substituce) Kladnd ¢isla a, b a ¢ jsou délkami stran néjakého trojiihel-
nika, pravé kdyz existuji kladna cisla x, y a z spliujici a = x +y, b = x+ z a
c=Yy+z.
Uloha 1. V konvexnim &tyfFuhelniku najdéte bod s nejmensim souétem vzdéalenosti
od vrcholt. Jak se vysledek zméni v nekonvexnim ptipadé?
Uloha 2. Pro bod P uvniti konvexniho étyithelniku ABCD dokazte AP+ PD <
AB+ BC + CD.
AB+ AC
Uloha 3. V trojthelniku ABC ozna¢me M stied BC. Dokazte AM < L
Uloha 4. Dokaite, Ze ve ¢tyithelniku existuje thlopiicka u a strany z, y tak, Ze
plati 22 + 32 < u?.
Uloha 5. Dokazte
(i) (a+b+c)? < 4(ab+ be + ca),
(i) 5%+ 2 + 25 <2,
c

i) —4 4+ >3
b+c—a a+c—b a+b—c ™

Ptolemaiova nerovnost

Tvrzeni. (Ptolemaiova nerovnost) Pro strany ¢tyfihelnika a, b, ¢, d a jeho thlo-
pricky e, f plati ac + bd > ef. Rovnost nastava prave pro tétivové ctyrihelniky.
Prosime potlesk, prichéazeji ... aplikace!

Uloha 6. Necht P je vnitini bod rovnobé&zniku ABCD o obsahu S. Ukaite |AP| -
|CP|+ |BP|-|DP| > 5.

Uloha 7. (Tézki) V konvexnim Sestitthelniku ABCDEF plati |[AB| = |BC],
BC DE FA 3
(CD| = |DE|, |EF| = |[FA|. Ukaste 12€1 4 IDEL | 1FAL

+
Kdy nastava rovnost?

|BE| ' |DA] " |[FC|] ~ 2

7
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Dalsi klasicka tvrzeni

Uloha. (Fermattiv bod) V trojihelniku ABC najdéte bod P minimalizujici hod-
notu |AP| + |BP| + |CP|.
Poznamka. Vsimnéte si, Ze pro étyfuhelnik byla tato loha vyrazné jednodussi.

Uloha. (Nejmensi obvod) Je dan trojihelnik ABC. Najdéte trojihelnik s vrcholy
na jeho stranich (na kazdé jeden) s co nejmensim obvodem.

Tézky kalibr

Véta. (Erdés — Mordell) Uvniti trojihelnika ABC uvazme bod P. Jeho kolmé
projekce na strany oznacme D, E a F'. Pak plati

|PA| +|PB|+ |PC| > 2(|PD| + |PE| + |PF|)

a rovnost nastava pravé pro rovnostranny trojihelnik.

Véta. (Finsler — Hadwiger) Plati
AP+ >4V35+ (a—b)2+ (b—c)? + (c—a)

Véta. (Euler) Plati |OI|*> = R(R — 2r), kde R a r jsou poloméry kruznice opsané
a vepsané. Specialné tedy R > 2r.

Navody

1. Je to prusecik uhlopficek, pripadé vrchol s nekonvexnim vnitinim dhlem.

2. Bodem P vedte pfimku mimo vnitiek trojuhelniku APD, kterd odsekne kus
¢tyftuhelniku. Nakombinujte nékolik trojthelnikovych nerovnosti.

3. Dopliite na rovnobéznik ABXC.
4. Aspon jeden vnitini thel étyftahelnika neni ostry.
2
. Vv v 7 7 . Ve . . see v a,b
5. (i) Sectéte tii vhodné nésobky t.n. (ii) Pouzijte substituci. (iii) Pouzijte > 3+ >

2
(ZZLI;)’ kladnost jmenovateld plyne z t.n.

6. Posuiite trojuhelnik CDP na stranu AB (tedy D - A, C — B a P — P'.
Pouzijte Ptolemaiovu nerovnost na ¢tyithelnik APBP'.
7. Oznacte |AC| =z, |CE| =y, |EA| = z a s pomoci Ptolemaia dokazte, ze

IBC| |DE| |FA| c _3
+ + Z 2 )
BE| " |DA| " |FC| Czyc atb= 2

kde posledni nerovnost plyne z Cauchy—Schwarze.
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