Geometricka zobrazeni
| Franta Konopecky

Geometricka zobrazeni jsou nadherna kapitola matematiky, do které kdyz pro-
niknete, tak uz neuniknete. Pro lepsi pfedstavu v tomto prispévku najdete strucny
prehled, co geometricka zobrazeni jsou, jaké maji vlastnosti a piiklady na né. Roz-
lisujeme tii zdkladni skupiny zobrazeni — shodnd, podobnd a jina.

Definice. Zobrazeni f je ddno, je-li k libovolnému bodu X (prvku dané mnoziny,
napf. roviny) uréen jednoznacné bod X' = f(X) jako jeho obraz.

Shodna zobrazeni

Definice. Zobrazeni roviny ¢ na rovinu o se nazyva shodné zobrazeni, pravé
v . /o . . o e X'y
kdy7 pro libovolné riizné body X,Y roviny o a jejich obrazy plati <+~ = 1.

Shodnymi transformacemi jsou posunuti (véetné identity), otoceni (véetné stie-
dové soumérnosti), osovd soumérnost a posunutd soumérnost. Piedpokldddm sa-
moziejmost téchto pojmil, proto se s jejich vykladem nebudeme zdrzovat.

Véta. Trojihelnikem XY Z a s nim shodnym trojiihelnikem X'Y'Z' je uréena
shodna transformace roviny.

Véta. Libovolné shodné zobrazeni roviny je bud osovou soumérnosti, nebo je lze
rozlozit na nejvyse tii osové soumérnosti.

CviCeni. V jedné poloroviné s hranici m jsou dany body A, B. Sestrojte na
pfimce m takovy bod X, aby lomené ¢ara AX B byla co nejkratsi.

CviCeni. Sestrojte ¢tyituhelnik ABC D, jehoz thlopticka BD je ¢asti osy uhlu
ABC, jsou-li dany délky jeho ¢tyt stran a, b, ¢, d.

Cviceni. Je dédn tthel AV B s vnitinim bodem D. Sestrojte vSechny kruZnice,
které prochazeni bodem D a dotykaji se ramen thlu AV B.

Cviceni. Jsou dany body A, B, C lezici v tomto pofadi na pfimce p a pfimka ¢
kolmé k primce p v bodé C'. Sestrojte na pfimce g takovy bod X, aby z ného byla
vidét tsecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

Cviceni. V roviné zbyly z trojuhelniku ABC jen osy thla g, a bod A. Zrekon-
struujte trojahelnik ABC.

CviCeni. Je dan ostry thel AV B a bod X jeho vnitiku. Sestrojte na rameni V' A
bod Y a na rameni VB bod Z tak, aby mél trojuhelnik XY Z co nejmensi obvod.
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Cviceni. Jsou dany body A, B. Vysetfete mnozinu bodi, které jsou soumérné s
bodem A podle nékteré piimky prochazejici bodem B.

Cviceni. V roviné je didna pfimka p a mimo ni dva ruzné body A, B. Sestrojte
na piimce p bod X tak, aby odchylka pfimky AX od pfimky piimky p byla
dvojnasobkem odchylky pfimky BX od pfimky p.

Véta. Zobrazeni slozené z posunuti t1,ts urcenych vektory u, v je posunuti t3
urcené vektorem u+ v.

CviCeni. Jsou dany kruznice k,[ a pfimka p. Sestrojte piimku ¢ rovnobéznou s
primkou p tak, aby vytinala stejné dlouhé tétivy na obou kruznicich.

Cviceni. Sestrojte ¢tytuhelnik ABC D, znate-li délky jeho ¢ty stran a, b, c,d a
odchylku w primek a, c.

Cviceni. Sestrojte ¢tytthelnik ABCD, znate-1i délky jeho uhlopficek e, f, thel
w, ktery tyto thlopricky sviraji, a vnitini uhly «, 8 ¢tyrahelniku.

Véta. Kazdé posunuti T(v) Ize rozlozit na dvé osové soumérnosti s rovnobéz-
nymi osami, které jsou kolmé na smér posunuti a jejichz vzdalenost je %|V| Kazdé
otoc¢eni R(S,a) lze rozlozit na dvé osové soumérnosti, jejichz osy se protinaji ve
stiedu S a sviraji tihel %a.

Véta. Slozeni dvou otoceni je otoceni nebo posunuti.

Cviceni. Jsou dany tfi rovnobézné pfimky a, b, ¢, na pfimce a lezi bod A. Se-
strojte rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby bod B lezel na pfimce b a C na
c.

Véta. SloZenim dvou stiedovych soumérnosti S1(Si), S2(S2) dostaneme posu-
nuti o vektor 281S>.

Cviceni. Sestrojte lomenou ¢aru ABCDE, jsou-li dany body S, Sa, S3, 54, S5,
které jsou stredy usecek AB, BC,CD,DE,EA.

Cviceni. Existuje utvar se dvéma stiedy soumérnosti?

CviCeni. Je dan thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod
X anarameni VB bod Y tak, aby bod S byl stfedem tsecky XY

Cviceni. Jsou dany body A, B a kruznice k(.S, ). Sestrojte na kruznici k takové
body C, D, aby platilo AC||BD a thel C'SD mél danou velikost a.

Véta. Zobrazenislozené z libovolného sudého poctu osovych soumérnosti je iden-
tita, posunuti nebo otoc¢eni. Zobrazeni slozené z libovolného lichého poctu osovych
soumeérnosti je osova soumérnost nebo posunuta soumeérnost.
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Podobna zobrazeni

Definice. Zobrazeni roviny ¢ na rovinu ¢ se nazyva shodné zobrazeni, pravé

kdyz existuje kladné ¢islo k takové, Ze pro libovolné dva riizné body X,Y roviny
X'y’ _ k
Xy — "

o a jejich obrazy plati

Podobnymi transformacemi jsou stejnolehlost a spiralni podobnost.

Stejnolehlost si mizeme predstavit tak, ze si chytneme rovinu za jeden pevny
bod a jinak ji celou roztdhneme nebo zmensime. Takto se ndm tvar ani orientace
objektd nezméni, zméni se jen jejich velikost. Zachovava se rovnobéznost. PFfimka
se zobrazuje jako pfimka, kruznice jako kruznice.

Na spiralni podobnost 1ze pouzit stejnou predstavu jen s tim rozdilem, ze po
zvétSeni nebo zmenseni roviny tuto rovinu jesté oto¢ime. Ve spiralni podobnosti se
nam tedy zachovava tvar, ale orientace objektu je jind. Obraz pfimky zobrazené
ve spiralni podobnosti svird se svym vzorem tihel provedeného otoceni.

Véta. Trojihelnikem XY Z a jemu podobnym trojihelnikem X'Y'Z’' je jedno-
znacné urcena podobna transformace roviny.

Véta. Stejnolehlost i spirdlni podobnost maji vzdy praveé jeden samodruzny bod.

Véta. Slozenim dvou stejnolehlosti je stejnolehlost, piipadné shodné zobrazeni
(pii opacnych koeficientech). SloZzenim dvou spirdlnich podobnosti je spirdlni po-
dobnost, nebo stejnolehlost nebo shodné zobrazeni.

Véta. (Mongeova) Jsou ki, ko, ks kruznice s nekolinedrnimi stiedy a riznymi
poloméry, pak plati pro vnéjsi a vnitrni stfedy stejnolehlosti kazdych dvou z téchto
kruznic: vsechny tri vnéjsi stiedy stejnolehlosti lezi na jedné primce; kazdé dva
vnitrni stredy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v piimce.

Cviceni. Je dana kruznice k(S,r) a pfimka p = PQ. Sestrojte vSechny kruznice,
které se dotykaji kruznice k a primky p v bodé P.

Cviceni. Je ddna kruZnice k a pfimky m, n. Sestrojte vSechny kruznice, které se
dotykaji primek m,n a kruznice k.

Cviceni. Je déana kruznice k a bod P. Sestrojte bodem P pfimku p, kterd protina
kruznici k£ v bodech A, B tak, ze bod A je stfedem tsecky BP.

Cviceni. V rovnobézniku ABCD oznaéme M, N po fadé stfedy stran DC a
CB. Dokazte, ze use¢ky AM, AN déli thlopficku BD na t¥i shodné &asti.
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Jina zobrazeni

Jinym zobrazenim se pfilis vénovat nebudeme, spokojime se s prozrazenim, Ze
mezi né patfi afinita, osova afinita, kolineace, kruhovéa inverze a spousta dalSich
zobrazeni.

Piiklady

Priklad 1. Obrazy stfedu S kruznice opsané trojihelniku ABC' v osovych sou-
mérnostech podle pfimek BC, AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A; B1Cy. Do-
kazte, Ze je tento trojuhelnik shodny s trojuhelnikem ABC.

Piiklad 2. Jsou dany dva rizné body A, B a kruznice k(S, r). Sestrojte vSechny
kruZnice, které prochazeji body A, B a vytinaji na kruZnici k tétivu délky |AB).
Bonbdnek: Jak by to bylo s obecnou tétivou?

Priklad 3. Sestrojte na stranach AC, CB daného trojihelniku ABC po fadé
body X,Y tak, aby tsecky AX, XY a Y B byly shodné.

Priklad 4. Na pfimce h jsou dény body A,C,E v tomto potradi. Ve stejné
poloroviné vytaté pfimkou h jsou pak rovnostranné trojuhelniky ABC a CDE.
Stied tsecky AD ozna¢me S 4p, stied BE ozna¢me Spg. DokazZte, Ze je trojuhelnik
CS ApSpg rovnostranny.

Priklad 5. KruZnici k& je vepsan rovnostranny trojuhelnik ABC. Dokazte, ze
pro libovolny bod X kruznice plati: Nejvétsi ze vzdéalenosti bodu X od vrcholt
trojuhelniku ABC' je rovna souctu jeho vzdalenosti od zbyvajicich dvou vrcholi.

Priklad 6. Je dan obecny trojuhelnik ABC, ktery ma ke svym strandm pfipsany
rovnostranné trojuhelniky BC X, ACY, ABZ. Dokazte, ze se piimky AX, BY aCZ
protinaji v jednom bodé a ze déle plati |AX| = |BY| = |CZ|.

Priklad 7. 'V roviné je dan trojuhelnik PQX, kde |PQ| = 3cm, |PX| = 2,6 cm,
|QX| = 3,8 cm. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC' tak, aby se jemu vepsana
kruznice dotykala prepony AB v bodé P, odvésny BC v bodé @ a aby bod X
lezel na primce AC.

Priklad 8. Je dén pravouhly rovnoramenny trojihelnik ABC' s pravym thlem
pfi vrcholu C' a bod X uvnitf tohoto trojihelniku. Dokazte, ze délky |AX]|, |BX|
a v/2|XC| jsou délkami stran trojihelniku.

Priklad 9. KruZnice k1 a ko maji vnéjsi dotyk v bodé A a soucasné se obé
dotykaji zevniti kruZznice k v bodech A; a As. Bod P je jeden z vnéjsSich prusecikt
spole¢né vnitini teény kruznic k1 a ko s kruznici k. Kone¢né body B; jsou druhé
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pruseciky piimek PA; s kruznici k; (i = 1,2). DokaZte, Ze se pfimka B; By dotyka
obou kruznic ki, ks.

Priklad 10. Necht ABCD je tétivovy étyfuhelnik. Oznacme postupné P, Q a
R paty kolmic z bodu D na pfimky BC, C A a AB. Dokazte, ze |PQ| = |QR| prévé
tehdy, kdyz se osy thld ABC a ADC protinaji na pfimce AC.

Priklad 11. . Necht ABCD je dany konvexni ¢tyfuhelnik s riiznobéznymi stra-
nami BC a AD. Body E, F lezi po fadé uvnitf stran BC a AD tak, ze % = %.
Ptimky AC a BD se protinaji v bodé P, pfimky BD a EF v bode Q, pfimky FF
a AC v bodé R. Uvazujme vSechny trojuhelniky PQR pro rtzné polohy bodu F
a F. Ukazte, ze kruznice opsané témto trojuhelnikim maji spoleény bod rizny od

P.

Priklad 12*. V roviné je dan trojihelnik K LM a bod A lezici na polopfimce
opac¢né k polopfimce K L. Sestrojte pravotuhelnik ABC D, jehoz vrcholy B,C a D
lezi po fadé na pfimkdch KM, KL a LM. (Caldbek...)

Literatura

Kdo by se chtél dozvédét vic, tak tady je seznam mych prameni:
[1] Frantisek Kufina.10 geometrickych transformaci. Prometheus, 2002
Jaroslav Sedivy. Shodnost a podobnost v konstrukénich iilohdch. edice Skola
mladych matematik®, Mir, 1980.
[3] Stranka a stara zadani KMS: http://wuw.kms.sk
[4] Stranka se starymi zaddnimi matematické olympiady:
http://www.math.muni.cz/ rvmo/

S

12



