Generujice funkcie
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ABSTRAKT. Generujuce funkcie st silny nastroj, ktory ndm poméha pri praci s po-
stupnostami — miesto s nekonecne vela éisel totiz pracujeme len s jednou funkciou.
Obsahom tejto prednasky je predstavit zakladné operacie, ktoré mozeme s generuji-
cimi funkciami vykonavat. Tiez si ukazeme niektoré z aplikicii generujicich funkcii,
ako napriklad overovanie roznych identit alebo hladanie explicitnych vzorcov pre re-
kurentné postupnosti.

Citat. Generujaca funkcia je $ntira, na ktort povesime postupnost ¢isel.
(Herbert Saul Wilf, Generatingfunctionology)

Predstavme si, Ze sme na ulici nasli lohu, ktorej vysledkom mé byt postupnost
¢isel ag, a1, asg, ... Trapime sa s iou pomerne dlho, ale nakoniec z tohto boja vyjdeme
ako vitazi. Ako ale vyzera vysledok?

V idedlnom pripade dostaneme priamo predpis pre n-t§ ¢len, napr. a,, = n3 + 5,
ktory plati pre vsetky n = 0,1,2,... Toto je ale Castokrat len nase prianie a skuto¢ny
svet byva ovela krutejsi. Ako jeden priklad za vSetky staci postupnost vSetkych
prvocisel.

Vtedy ndm mozu vyrazne pomoct generujice funkcie — staci, ak nédjdeme ,neko-
neény* polyndém, ktorého koeficienty tvoria prave hladani postupnost.

Ale skutocne staci nejaka takato funkcia? Ako z nej potom ziskame jednotlivé
¢isla? A hlavne: ako sa k tej spravnej funkcii dopracujeme? To bude prave obsahom
tejto prednasky.

Tri... Dva... Jedna... Zaciname

Pozrime sa na tito nasu zbran trochu formalnejsie:

Definicia. Majme dant postupnost (ag, a1, as,...) redlnych ¢isel. Potom funkciu
definovant predpisom

oo
A(x) = Zaimi = Qo +a1x+a2x2 —|—a3x3 +
i=0
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kde z je redlna premenna', budeme nazyvat generujicou funkciou® tejto postup-
nosti.

Nesmieme ale zabudnat na to, Ze nds zaujimaju jednotlivé ¢leny postupnosti,
preto pod oznacenim [z"]A(z) budeme rozumief koeficient pri z™ v ,polynéme“
A(x), teda ¢islo ay,.

Poznamka. V niektorych pripadoch sa ndm bude viac hodit pouzivat exponen-
cidlnu generujicu funkciu

Ae (LU) _ Z ai'x’b .

il
i=0

Ako si ale tieto nekone¢éné sumy predstavovat? Pokial si sa uz stretol(a) s limitami,
mozem rovno prezradit, Ze

n
Az) = nh_}n;@ a;x’.
i=0

Volne prelozené, hladdme ¢&islo, ku ktorému sa koneéné sucty ,blizia“. Asi Ta uz
napadlo, Ze takéto ¢islo nemusi vzdy existovat. Nastastie plati nasledujtce tvrdenie,
na jeho dokaz ale potrebujeme znalosti z matematickej analyzy, preto ho radsej
vynechdme. Rovnako sa uspokojime s tym, ze predpoklady platia a nebudeme ich
formélne overovat.

Tvrdenie. Nech (ag,a1,as,...) je postupnost redlnych ¢isel a nech existuje ¢islo

K, Ze pre kazdé n > 1 plati |a,| < K™. Potom pre kazdé x € (f%, %) rad

Az) = i a;x’
=0

konverguje. Navyse, funkcia A(x) méd v bode 0 vSetky derivicie a pre kazdé n =
0,1,2,... plati
a™(0)

[ A(x) = an = ]

9

kde a™(0) oznacuje n-tt derivaciu funkcie A(z) v bode 0.

Nasa prva generujica funkcia

Na hodine matematiky si sa uZ asi stretol(a) s geometrickym radom

l+az+a°+ - +a",

1Uplne spravne by sme mali pouzivat komplexnti premennti, vo vicsine prikladov si ale vystaéime
s realnou.
2V niektorych, najmi ¢eskych, zdrojoch sa pouziva oznadenie vytvorujica funkcia.
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a teda uz mozno vies, Ze pre x # 1 sa tento sucet rovna

1— anrl

l+z+a?+ - +a" =
11—z

Dokazat sa to d4 napriklad roznasobenim vyrazu (1 —z) (1+x + 22 + -+ z").
Teraz by sme radi nasli podobny vzorec aj pre nekoneény sucet.

Priklad 1. Ako vyzerd generujica funkcia pre postupnost (1,1,1,...)? Podari sa
Ti najst aj exponencidlnu generujtcu funkciu tejto postupnosti?

Operacie s funkciami

Ked uz mame aspoii jednu generujiicu funkciu, pozrime sa, aké operacie mame po-
volené na vytvaranie dalsich funkcii. Vzdy budeme predpokladat, ze A(z) generuje
postupnost (ag, a1, as,...) a B(z) postupnost (bg, b1, ba,...).

(1) Stcet funkcii A(x) + B(z) potom generuje postupnost

(ao + bo, a1 + b1, as +b27...).
(2) Nech « je Iubovolné realne ¢islo. Potom funkcia cwA(x) generuje postupnost
(ag, aaq, aag, .. .).
3) Pre Iubovolné prirodzené ¢islo n generuje funkcia ™ A(x) postupnost
g ]

(0,...,0,&0,&1,&2,...),
N——

nx

teda postupnost posunutt o n miest doprava.

(4) Podobne vieme postvat aj dolava, len nesmieme zabudnif na pociato¢né
¢leny: generujicu funkciu pre (a,, ap41,Gni2, ... ) dostaneme vztahom

A(JU) — (a() +arx+ -+ an_w”*l)

xn

(5) Pokial by = 0, moZzeme si dovolit dosadit B(z) miesto x do A(x):
A(B(z)) = ao + a1B(x) + a;B(x)B(x) + - = Y _a;B'(x).
i=0

Najcastejsie ale aj tak budeme dosadzovat polynémy B(z) = ax pre postup-
nost (ag, aar, aas, . ..) alebo B(x) = 2™ pre vloZenie n — 1 nil medzi kazdé
po sebe idtce ¢leny postupnosti.
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(6) Pomerne ¢asto sa pouzivaju dve operacie z matematickej analyzy — derivacia
a integral. Derivaciou funkcie A(x) dostaneme funkciu A’(x), ktord generuje
postupnost (a1, 2as9, 3as, ... ).

Naopak zintegrovanim funkcie A(z) dostaneme funkciu [ A(t) dt generujicu
postupnost (0, ag, %ah %ag, ce )

Pokial si sa este s derivdciami a integralmi nestretol(a), neztfaj. Zaklady
potrebné k tymto prikladom sa naucime na prednéske a zlozitejsim pouzitiam
sa vyhneme velkym oblikom.

(7) Asi najzlozitejSou operdciou je nasobenie funkcii:

A(.’E)B(SL‘) = aob()
+ ((lobl + albo) X
-+ (a0b2 + albl + agbo) X

+ (aobpn + a1bp_1 + - + an—1b1 + anbo) x

Dostédvame teda funkciu C(z) = A(x)B(z) a jej odpovedajucu postupnost
(co,c1,¢2,...), kde ¢, = D°1  a;b,—; — tto postupnost ¢asto odborne na-
zyvame konvolicia postupnosti (ag, a1, az,...) a (bg,b1,bs,...).

Trochu oddychu od tedrie
Vyuzitie tychto operacii si teraz trochu vyskusame.
Priklad 2. N4jdi generujucu funkciu pre nasledujtice postupnosti.
(i) (2,3,1,2,3,1,2,3,1,...)
(ii) (1,0,3,0,9,0,27,...)
(iii) (2015,34,1,1,1,1,1,...)
(iv) (1, 1,1, — 1,1,—1,1,—1,...)
(v) (1,1,-2,2,4,4,-8,8,16,16,—32,32,...)
(vi) (1,4,97 16,25,36,49,64,...)

Priklad 3. Aké postupnosti generuji nasledujtice funkcie?

. 1

O
L1

@) 155

(iii)
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No dobre, ale o s tym?

Uz sme si ukézali, ¢o st to generujuce funkcie a ako ich vieme roézne kombinovat.
Stale ale nevieme, kde a ako by sme ich vedeli pouzit.

Skutocne sa to rovna?
Opit je dost pravdepodobné, Ze nasledujticu vetu uz poznas zo skoly.

Veta. (Binomickd) Pre kazdé prirodzené ¢islo n a redlne ¢islo x plati

(1+2)" = (g) + (?)x—&-—i— (Z)x"

Inymi slovami sa d4 povedat, Ze funkcia (1 + x)" generuje postupnost

((6)-G)G)):
kde (}) = 0 pre kazdé k > n.

Skiisme si dokézat dve rovnosti, kde nam tato veta pride vhod.

Priklad 4. Ukaz, Ze nasledujice rovnosti platia.

(i) iz(’z) =n.2"!

(i) é (n) (n7z ) B (2: )

Kombinac¢né ¢islo a aj celtt binomicki vetu ale vieme zovSeobecnit aj pre redlne
hodnoty.

Veta. (ZovSeobecnena binomickd) Pre Iubovolné reédlne ¢islo r a nezéporné celé
¢islo k definujeme kombinacné ¢islo (2) predpisom

(D :r(r—l)(r—2;!---(r—k+1)7

T

o) = 1. Potom funkcia (1 + x)" generuje postupnost

() () ))
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Opit si to rovno skiisime aplikovat.
Priklad 5. Urdi nasledujtce koeficienty.
(i) [¢1%] (az2+x3+x4+...)4
(ii) [z%4] (x3+x5+x7+...)2
(iii) [z*] (2 +32)° VI -2
(iv) [2°] (1 —z+ 2x2)9

Hfadame presny vzorec pre rekurenciu

Druhou velkou skupinou aplikdcii je prave hladanie presného vzorca pre n-ty c¢len
postupnosti. Zakladna myslienka tohto vypoctu je pomerne jednoduché, v mnohych
pripadoch ndm ale zaberie trochu viac ¢asu, pripadne bude vyzadovat zrucénosti
z matematickej analyzy.

Co teda robit s rekurentne zadanou postupnostou? V prvom rade musime mat
vzorec, ktory plati pre kazdé n — pre tieto tcely predpokladame, ze a_1 = a_3 =
-++ = 0. Ob¢as si musime pomoct vyrazmi typu [n = k], ktory nam ,dosadi“ hodnotu
1 préve vtedy, ked je dand podmienka splnend, a 0 vo vSetkych ostatnych pripadoch.

Nasledne mozeme obe strany rekurencie vynasobit ™ a rovno tieto rovnosti pre
vsetky mozné hodnoty n poscitame. Po pripadnych kozmetickych tpravach dosta-
neme priamo rovnicu s generujicou funkciou A(x) v roli ,neznamej“, ktora vyrie-
Sime. Tento krok ndm obcas moze sposobit problémy a niekedy dokonca vedie na
rieSenie diferencialnych rovnic.

Poslednym krokom je uz len zistit hodnotu koeficientu [z"]A(x) — pre malé hod-
noty m moézeme vyuZit tvrdenie zo zacdiatku, ale viic¢Sinou sa chceme vyhnif mno-
honasobnému derivovaniu. Vyuzijeme teda rozklad na takzvané parcidlne zlomky,
ktoré ndm uz daju priamo hladany predpis.

Pokial si predchadzajacich par riadkov nepochopil(a), nemusi$ sa béaf, na pred-
naske to prejdeme celé na priklade a zistis, Zze to nie je az tak strasné.

Priklad 6. Fibonacciho postupnost je definovand predpisom f,, = f,_1+ fn_2 pre
n > 2 a zaciatkom fy =0, f; = 1. Najdi explicitny vzorec pre ¢islo f,.

Pozor... Zaplava prikladov!

Priklad 7. Kolkymi sposobmi sa d4 pomocou jedno-, dvoj- a patkorunovych minci
zaplatit presne 23 kortin? Uvaz moznosti:

(i) Méme len 7 jednokorunovych, 6 dvojkorunovych a 4 piatkorunové mince.
(ii) Poéty minci nie st obmedzené.
Priklad 8. V cukrérni predavaji 3 druhy zmrzliny — citrénova, ¢okoladova a va-

nilkovtt. Kolkymi sposobmi je mozné nakipit 12 zmrzlin, pokial z kazdého druhu
6
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chceme asporn dve, ale z ¢okoladovej su k dispozicii posledné tri porcie?

Priklad 9. V krabici mame 30 ¢ervenych, 40 modrych a 50 bielych lopticiek, pri-
dom lopticky rovnakej farby st od seba nerozoznatelné. Kolkymi spésobmi vieme
vybrat prave 70 lopti¢iek?

Priklad 10. Ak4 je pravdepodobnost, Ze pri hode 12 klasickymi kockami padne
sucet 307

Priklad 11. Majme vSetky nezdporné celé ¢isla rozdelené v kone¢ne mnoho (aspoii
dvoch) aritmetickych postupnostiach, tak, ze kazdé ¢islo v prave jednej z nich. Dokaz,
ze potom vzdy najdeme nejaké dve, ktoré maja rovnaku diferenciu.

Priklad 12. Kolko existuje korektnych uzatvorkovani vyuzivajtcich prave n parov
zatvoriek?

Priklad 13. Kolkymi sposobmi mozeme vyjst schodisko s n schodmi, pokial pri
kazdom kroku prejdeme jeden alebo dva schody?

Priklad 14. Kolkjmi spésobmi vieme rozmiestnif ¢isla 1, . .., 2n do obdlznika 2 xn
tak, aby &isla rastli zlava doprava a zhora nadol?

4|15 8
316171910

Priklad 15. Kolko existuje roznych trianguldcii pravidelného n-uholnika?

Priklad 16. Listok do divadla stoji presne 50 kortn. Jedného vecera prislo 2n
divédkov, pridom m z nich malo p#fdesiatkorunu a zvy$nych n stokorunu. Pretoze
pokladnu tesne pred otvorenim vykradli, nie s v nej na zaciatku ziadne peniaze.
Aké je pravdepodobnost, Ze ked sa névstevnici zoradia pred pokladiiou ndhodne, tak
pokladnicka bude moéct kazdému z nich vydat?

Priklad 17. Majme nekonecné nédhodné slovo vyuzivajice 26-znakovi abecedu.
Spoéitaj ,priemerni vzdialenost* prvého vyskytu podslov BABA a JAGA od za-
Glatku slova. Ktoré z nich m4 vicsiu pravdepodobnost na skorsi vyskyt?

Priklad 18. Pre dané prirodzené ¢islo n ozna¢me a,, pocet sposobov, ktorym ho
vieme zapisat ako stcet neparnych ¢isel (mézu sa aj opakovat), a b,, pocet sposobov,
ktorym ho vieme zapisat ako sti¢et navzajom roznych celych ¢isel. Dokdz, ze a,, = b,,.
Priklad 19. Kolko existuje postupnosti pismen A, B, C' a D dlzky n, v ktorych
A a B nikdy nesusedia?
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