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K èemu jsou?

Generujíí funke jsou velie moný nástroj . Tento nástroj nám umo¾ní (kdy¾ se s ním nauèíme

zaházet) øe¹it bez obtí¾ného pøemý¹lení úlohy, které by nám jinak daly poøádnì zabrat, nebo

byhom je ani nevyøe¹ili. (To samozøejmì neznamená, ¾e u¾ nebudeme muset pøemý¹let, budeme

prostì øe¹it slo¾itìj¹í problémy : : : ) Zhruba øeèeno jde o to, ¾e místo posloupnosti nìjakýh èísel

budeme zkoumat nìjakou funki k té posloupnosti pøiøazenou. Vlastnosti té posloupnosti se nìjak

þpøelo¾íÿ do vlastností té funke. Po prozkoumání této funke pak mù¾eme nìo øíi i o pùvodní

posloupnosti.

Základní pojmy

De�nie. Mìjme nìjakou posloupnost èísel g

0

, g

1

, g

2

, : : : (obèas budeme pøedpokládat, ¾e máme

de�novány i èleny se zápornými indexy a platí g

�1

= g

�2

= � � � = 0). Generujíí funkí (té¾

vytvoøujíí funkí) této posloupnosti nazveme funki

G(x) =

1

X

n=0

g

n

x

n

= g

0

+ g

1

x+ g

2

x

2

+ g

3

x

3

+ � � �

Symbolem [výrok℄ rozumíme èíslo 1, pokud uvedený výrok platí a èíslo 0, pokud neplatí. Napø.

[0 � n � 2℄ je 1 pro n mezi 0 a 2, 0 jinak.

Dále symbolem [x

n

℄G(x) (kde G(x) je jako vý¹e) rozumíme èíslo g

n

.

Poznámka. Poznamenejme, ¾e místo vý¹e uvedené, tzv. obyèejné generujíí funke, je nìkdy

vhodnìj¹í pou¾ít exponeniální generujíí funki

^

G(x) =

P

n

g

n

x

n

=n!, pøípadnì Dirihletovu* ge-

nerujíí funki

~

G(x) =

P

n

g

n

=n

x

.

Mù¾ete se zeptat, o znamená ten nekoneèný souèet. V pøedná¹e z matematiké analýzy byste

se dozvìdìli, ¾e je to jakási limita èásteènýh souètù, ¾e obèas souèet neexistuje atd. Ne tak zde

| ten souèet pro nás bude jenom vzoreèek, se kterým ov¹em budeme manipulovat, jako by to

skuteèný souèet byl. Vpodstatì v¹ehny operae, které mù¾ete htít, jdou provádìt i s takovými

þneseètenými vzoreèkyÿ*, ale vyhneme se úvahám, zda daný souèet má smysl. Naví budeme moi

praovat napø. i s øadou

1

P

n=0

n!x

n

, o¾ v analýze nejde (proto¾e nemá smysl pro ¾ádné nenulové x).

* Gustav Lejeune Dirihlet (1805{1859), nìmeký matematik, takovýh funkí hojnì vyu¾íval.

* Uèenì se jim øíká formální moninné øady.
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Krou¾ek matematiky

Co tedy mù¾eme s generujíími funkemi provádìt za operae? Mù¾eme je sèítat, odèítat, násobit |

v¹e zela pøirozenì þjedinýmmo¾ným zpùsobemÿ, stejnì jako by to byly tøeba polynomy. Mù¾eme je

také derivovat a integrovat (opìt jako polynomy), øe¹it rovnie pro tyto funke (opìt þpøirozeným

zpùsobemÿ), za urèitýh okolností dosazovat do sebe, dìlit jimi. Pøehled nìkterýh operaí pro

funke a jejih vlivu na odpovídajíí posloupnosti najdete ní¾e.

Pøíklad pou¾ití

Uveïme zde základní zpùsob pou¾ití generujííh funkí.

1. krok. Sestavíme (pøípadnì dostaneme zadanou) rekurentní formulku pro neznámou posloupnost

ff

n

g. Budou-li napøíklad f

n

Fibonaiho

Æ

èísla | velie èasto se vyskytujíí typ èísel, jeden z jejih

významù je poèet králíkù, jestli¾e se králíi mno¾í podle vhodného pravidla | bude ona formule

f

n

= f

n�1

+ f

n�2

(n � 2); f

0

= 0; f

1

= 1:

2. krok. Tuto formuli upravíme tak, aby platila pro v¹ehna n (pøitom pøedpokládáme, ¾e èleny

se záporným indexem jsou nulové). S vyu¾itím symbolu [: : :℄ to mù¾eme udìlat takto:

f

n

= f

n�1

+ f

n�2

+ [n = 1℄:

3. krok. Vynásobíme x

n

a seèteme pøes v¹ehna n. Oznaèíme-li F (x) pøíslu¹nou generujíí funki,

dostaneme

F (x) =

X

n

f

n

x

n

= x

X

n

f

n�1

x

n�1

+ x

2

X

n

f

n�2

x

n�2

+

X

n

[n = 1℄x

n

= xF (x) + x

2

F (x) + x

4. krok. Získanou rovnii pro F (x) vyøe¹íme. To je zde snadné: F (x) = x=(1 � x� x

2

).

5. krok. Ze získaného øe¹ení vyèteme koe�ient u x

n

. I to je zde snadné. Nejprve rozlo¾íme

jmenovatel v F (x) na souèin dvou èinitelù; zjistíme, ¾e 1 � x � x

2

= (1 � 'x)(1 � '̂x), kde

' = (1 +

p

5)=2 a '̂ = (1�

p

5)=2. Dále rozlo¾íme F (x) na tzv. pariální zlomky a upravíme podle

jednoho ze vzorù v tabule:

F (x) =

1

p

5

�

1

1� 'x

�

1

1� '̂x

�

=

1

X

n=0

1

p

5

('

n

� '̂

n

) x

n

;

èili f

n

=

1

p

5

('

n

� '̂

n

) :

Æ

Leonardo Fibonai roku 1202 publikoval spis o poèítání králíkù.
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Pøehled u¾iteènýh faktù

Jednoduhé operae s generujíími funkemi

�F (x) + �G(x) =

P

n
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n
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P
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f
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x

n
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�
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�
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P
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n
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x

n

F

0
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P

n
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n+1

x

n

xF

0

(x) =

P

n

nf

n

x

n

R

x

0

F (t)dt =

P

n�1

1

n

f

n�1

x

n

F (x)G(x) =

P

n

�

P

k

f

k

g

n�k

�

x

n

1

1�x

F (x) =

P

n

�

P

k�n

f

k

�

x

n

Pøitom P (x) je vhodný polynom (stupnìm�1), konkrétnì P (x) = g

0

+g

1

x+g

2

x

2

+� � �+g

m�1

x

m�1

.

U¾iteèné vzoreèky.
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�
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{ iii {



Krou¾ek matematiky

Jednoduhé posloupnosti a jejih generujíí funke

posloupnost generujíí funke její uzavøený tvar

(1; 0; 0; 0; 0; 0; : : :)

P

n�0

[n = 0℄ x

n

1

(0; : : : ; 0; 1; 0; 0; : : :)

P

n�0

[n = m℄ x

n

x

m

(1; 1; 1; 1; 1; 1; : : :)

P

n�0

x

n

1

1�x

(1;�1; 1;�1; : : :)

P

n�0

(�1)

n

x

n

1

1+x

(1; 0; 1; 0; 1; 0; : : :)

P

n�0

[2 j n℄ x

n

1

1�x

2

(1; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : :)

P

n�0

[m j n℄ x

n

1

1�x

m

(1; 2; 3; 4; 5; 6; : : :)

P

n�0

(n+ 1)x

n

1

(1�x)

2

(1; 2; 4; 8; 16; : : :)

P

n�0

2

n

x

n

1

1�2x

(1; ; 

2

; 

3

; : : :)

P

n�0



n

x

n

1

1�x

(1; 4; 6; 4; 1; 0; 0; : : :)

P

n�0

�

4

n

�

x

n

(1 + x)

4

(1; ;

�



2

�

;

�



3

�

; : : :)

P

n�0
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n

�

x

n

(1 + x)



(1; ;

�

+1

2

�

;

�

+2

3

�

; : : :)

P

n�0

�

+n�1

n

�

x

n

1

(1�x)



(1;

�

m+1

m

�

;

�

m+2

m

�

;

�

m+3

m

�

; : : :)

P

n�0

�

m+n

m

�

x

n

1

(1�x)

m+1

(0; 1;

1

2

;

1

3

;

1

4

; : : :)

P

n�1

1

n

x

n

log

1

1�x

(0; 1;�

1

2

;

1

3

;�

1

4

; : : :)

P

n�1

(�1)

n+1

n

x

n

log(1 + x)

(1; 1;

1

2

;

1

6

;

1

24

;

1

120

; : : :)

P

n�0

1

n!

x

n

e

x

Pøíklady

1. pøíklad

�

Ka¾dé èíslo lze právì jedním zpùsobem zapsat jako souèet po dvou rùznýh monin

dvojky (tj. zapsat v binárním zápisu).

2. pøíklad Navrhnìte dvojii kostek (kryhlí, na jejih¾ ka¾dé stìnì je napsáno kladné elé èíslo)

tak, aby hod tìmito dvìma kostkami byl ekvivalentní hodu normálními dvìma kostkami (tj. souèet

2 padne v jednom z 36 pøípadù, souèet 3 ve dvou, : : : ), ale tyto kostky pøitom nebyly normální.

(Zkuste té¾ najít v¹ehna øe¹ení.)
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3. pøíklad Rozdìlte N

0

na dvì mno¾iny A a B tak, aby ka¾dé kladné pøirozené èíslo ¹lo vyjádøit

stejným poètem zpùsobù jako souèet a + a

0

, kde a < a

0

a a; a

0

2 A i jako souèet b+ b

0

, kde b < b

0

a b; b

0

2 B.

4. pøíklad Je mo¾né rozdìlit pøirozená èísla na nìkolik (alespoò dvì) aritmetiké posloupnosti,

které mají po dvou rùzné diferene?

5. pøíklad Existuje nekoneèná mno¾ina pøirozenýh èísel taková, ¾e v¹ehna velká pøirozená èísla

jsou vyjádøitelná jako souèet dvou èísel z na¹í mno¾iny stejným poètem zpùsobù?

6. pøíklad

�

Èísla 0, 2, 5, 6 mají zajímavou vlastnost: jejih (kladné) rozdíly jsou pøesnì èísla 1,

2, 3, 4, 5, 6, ka¾dé právì jednou. Naleznete vìt¹í poèet èísel s takovou vlastností?

7. pøíklad Poèet rozkladù pøirozeného èísla na souèet lihýh pøirozenýh èísel je stejný jako

poèet rozkladù na souèet po dvou rùznýh pøirozenýh èísel.

8. pøíklad

�

Baktérie se s pravdìpodobností p rozdìlí na dvì, jinak zanikne. Jaká je pravdìpodob-

nost, ¾e z jedné baktérie vznikne nesmrtelná kolonie?

9. pøíklad

�

V ukrárnì prodávají tøi druhy zákuskù | vìtrníky, kremrole a laskonky. Kolika

zpùsoby lze koupit 12 zákuskù tak, aby se od ka¾dého druhu koupily alespoò 2 kousky a pøitom

nejvý¹e 3 kremrole?

10. pøíklad

�

Kolika zpùsoby lze rozdìlit 10 stejnýh balónkù dvìma hlapeèkùm a dvìma hol-

èièkám, má-li ka¾dý hlapeèek dostat aspoò jeden balónek a ka¾dá holèièka aspoò dva, nejvíe

pìt?

11. pøíklad Seètìte

(a)

P

n

i=0

k

�

n

k

�

(b)

P

n

i=0

�

n

i

�

2

()

P

n

i=0

(�1)

i

�

n

i

�

2

12. pøíklad V krabii je 30 èervenýh, 40 modrýh a 50 bílýh míèkù, míèky té¾e barvy se od

sebe nepoznají. Kolik je rùznýh mo¾ností, jak lze z takové krabie vybrat 70 míèkù?

13. pøíklad

�

Urèete [x

15

℄(x

2

+x

3

+x

4

+� � �)

4

, [x

50

℄(x

7

+x

8

+x

9

+� � �)

6

, [x

5

℄(1�2x)

�3

, [x

4

℄

3

p

1 + x,

[x

3

℄(2 + x)

3=2

=(1� x), [x

4

℄(2 + 3x)

5

p

1� x, [x

3

℄(1� x+ 2x

2

)

9

.

14. pøíklad

�

Najdìte uzavøenou formuli pro generujíí funki následujííh posloupností

(a) 0, 0, 0, 0, �6, 6, �6, 6, �6, : : :

(b) 1, 0, 1, 0, 1, 0, : : :

() 1, 2, 1, 4, 1, 8, : : :

(d) 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, : : :

15. pøíklad

�

Jaká je pravdìpodobnost, ¾e pøi hodu 12 hraími kostkami padne souèet 30?
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16. pøíklad Oznaème a

n

poèet rozkladù èísla n na souèet k elýh nezápornýh (varianta: klad-

nýh) èísel, pøièem¾ zmìnu poøadí bereme jako jiný rozklad. Najdìte generujíí funki pro posloup-

nost (a

0

; a

1

; : : :) a její pomoí i vzore pro a

n

.

17. pøíklad Kolika zpùsoby lze zaplatit n korun pomoí korunovýh, dvoukorunovýh a pìtiko-

runovýh miní?

18. pøíklad Kolika zpùsoby lze pokrýt obdélník 2� n (varianta: 3� n) dominy 2� 1?

19. pøíklad Kolik existuje slov délky n slo¾enýh z písmen a, b, v nih¾ nejsou nikde dvì a-èka

vedle sebe?

20. pøíklad Kolik existuje slov délky n slo¾enýh z písmen a, b, , d, v nih¾ není nikde vedle

sebe a a b?

21. pøíklad Rozdìlme pravidelný n-úhelník na trojúhelníky pomoí n� 3 neprotínajííh se úh-

lopøíèek. Kolika zpùsoby tak mù¾eme uèinit?

22. pøíklad

��

(Vìta o pìtiúhelníkovýh èísleh) Pokud n 6= (3k

2

� k)=2, tak poèet rozkladù n na

souèet lihého poètu rùznýh èísel je tý¾ jako poèet rozkladù n na souèet sudého poètu rùznýh

èísel.
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