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K ¢emu jsou?

Generujici funkce jsou velice mocny ndstroj. Tento néstroj ndm umozni (kdyZz se s nim nau¢ime
zachdzet) FeSit bez obtiZného premysleni dlohy, které by nam jinak daly pofddné zabrat, nebo
bychom je ani nevyfesili. (To samoziejmé& neznamend, %e uz nebudeme muset premyslet, budeme
budeme zkoumat néjakou funkci k té posloupnosti pfifazenou. Vlastnosti té posloupnosti se n&jak
wbrelozi“ do vlastnosti té funkce. Po prozkouméni této funkce pak muzeme néco ¥ici i o ptvodni
posloupnosti.

Zakladni pojmy

Definice. Mg&jme n&jakou posloupnost &isel go, g1, g2, ... (ob¢as budeme pfedpoklddat, ze méme
definovany i €leny se zadpornymi indexy a plati g_1 = g—2 = --- = 0). Generujici funkci (téZ
vytvorujici funkci) této posloupnosti nazveme funkci

o0

G(z) = Zgnﬁv” =go+ g1z + gox® + gaa® +---

n=0

Symbolem [vyrok] rozumime &islo 1, pokud uvedeny vyrok plati a &islo 0, pokud neplati. Nap¥.
[0<n<2]jelpron mez0 a 2,0 jinak.

Dale symbolem [2"]G(z) (kde G(z) je jako vy8e) rozumime &islo gy

Poznamka. Poznamenejme, Ze misto vySe uvedené, tzv. obyCejné generujici funkce, je nékdy
vhodng&j§i pouZit exponencidlni generujici funkci G(z) = Zgnm”/n!, piipadn& Dirichletovu* ge-
n

nerujici funkei G(z) = Egn/n””
n

Miizete se zeptat, co znamend ten nekonecny soucet. V prednaSce z matematické analyzy byste

se dozvédéli, Ze je to jakasi limita ¢aste¢nych souctil, Ze obcfas soulet neexistuje atd. Ne tak zde

— ten soucet pro nas bude jenom vzoreCek, se kterym ovSem budeme manipulovat, jako by to

skute¢ny soucet byl. Vpodstaté v8echny operace, které miizete chtit, jdou provadét i s takovymi

yneseftenymi vzorecky“*, ale vyhneme se tvahdm, zda dany souet mé smysl. Navic budeme moci
oo

pracovat napft. i s fadou z nlz™, coz v analyze nejde (protoze nemd smysl pro zddné nenulové z).
n=0

* Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), némecky matematik, takovych funkci hojné vyuzival.

* Utené se jim Fik4 formalni mocninné Fady.
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Co tedy mizeme s generujicimi funkcemi provadét za operace? Mizeme je sCitat, od¢itat, ndsobit —
v8e zcela pfirozené ,jedinym moznym zptisobem®, stejné jako by to byly tfeba polynomy. Mizeme je
také derivovat a integrovat (opét jako polynomy), Fesit rovnice pro tyto funkce (opét ,pFirozenym
zplisobem®), za urlitych okolnosti dosazovat do sebe, délit jimi. Pfehled né&kterych operaci pro
funkce a jejich vlivu na odpovidajici posloupnosti najdete niZe.

hd v e vd
Priklad pouziti
Uvedme zde zdkladni zptisob pouZiti generujicich funkci.
1. krok. Sestavime (pfipadn& dostaneme zadanou) rekurentni formulku pro nezndmou posloupnost

{fn}. Budou-li naptiklad f, Fibonacciho® ¢isla — velice Zasto se vyskytujici typ &isel, jeden z jejich
vyznami je pocet kraliki, jestlize se krélici mnozi podle vhodného pravidla — bude ona formule

fn:fn—1+fn—2 (HZZ)a f0:0a f1:1'

2. krok. Tuto formuli upravime tak, aby platila pro vSechna n (pfitom predpokldddme, Ze Eleny
se zdpornym indexem jsou nulové). S vyuZitim symbolu [...] to miZeme udé&lat takto:

fn = fn—l + fn—2 + [n = 1}~

3. krok. Vyndsobime z™ a sefteme pFes vSechna n. Ozna&ime-li F(z) pFislugnou generujici funkci,

dostaneme
F(z) = anx" = xz fa—1z™ 422 Z fn_oz™ 2 + Z[n =1]z"

=zF(z) + 2*F(z) + =

4. krok. Ziskanou rovnici pro F(z) vyfesime. To je zde snadné: F(z) = z/(1 — z — z2).

5. krok. Ze ziskaného FeSeni vylteme koeficient u x™. I to je zde snadné. Nejprve rozlozime
jmenovatel v F(x) na soudin dvou ¢initelti; zjistime, Ze 1 — ¢ — 22 = (1 — ¢x)(1 — ¢x), kde
=01+ \/5)/2 ap=(1- \/5)/2 Déle rozlozime F(z) na tzv. parcidlni zlomky a upravime podle
jednoho ze vzorci v tabulce:

1 1 1 N
F(x):ﬁ(lf@z_lf(pz):;ﬁ(w o),

° Leonardo Fibonacci roku 1202 publikoval spis o pocitani krilikd.
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Prehled uziteé¢nych fakta

Jednoduché operace s generujicimi funkcemi
aF (z) + BG(z) = ) (afn + Bgn)z™

n
gmF(z) =) fa—mz™, m >0
n

(F@)— P@) /o™ = & fuma, m >0

n>0
Flex) =Y ¢" fna™
/(&) = Y0 4+ D) fwsra”

n

oF'(z) = Y nfaz”
Jy Pyt = 57 £ foora™

n>1

F(2)G(z) = z(; fign-r )"
L F@ =2 (X f)er

n ‘k<n

m—1

Ptitom P(z) je vhodny polynom (stupn& m—1), konkrétng P(z) = go+g1x+g222+- - -+gm—_17

Uzite¢né vzorecky.
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Jednoduché posloupnosti a jejich generujici funkce

posloupnost generujici funkce jeji uzavieny tvar
(1,0,0,0,0,0,...) > [n=0] a" 1
n>0
(o,...,0,1,0,0,...) dln=m]a® ™
n>0
(1,1,1,1,1,1,...) > an =
n>0
(1,—-1,1,—1,...) ;0(—1)%" o
TL7
(1,0,1,0,1,0,...) S 12| n]z® T
n>0
(1,0,...,0,1,0,...,0,1,0,...) Y [m|mn]z" —
n>0
(1,2,3,4,5,6,...) Y+t o
n>0
(1,2,4,8,16,...) ; ongn -
n>0
(1,¢,¢%,¢%,...) goc":v" l—lcx
n_
(1,4,6,4,1,0,0,...) (Ham (1 + )%
n
n>0
(e (5),(5),--) > (5)=" (1+az)°
n>0
+1 +2 +n—1 1
(e (4, (53).) > (e
TL7
m+1 m+2 m+3 m+n 1
(1’(m)’(m)’(m)"") ZO( m )‘Tn (1—z)m+1
nz
(0,1, 5,5, %) > Eam log 12
n>1
1 n+1
(0’17 %;%;_i7 ) E ( i log(l—i—x)
n>1
1 1 1 1 1
(L1, 3,632 o0+ +) > Lt e’
n>0

Piiklady

1. priklad~ Kazdé Cislo 1ze pravé jednim zptlisobem zapsat jako soucet po dvou riznych mocnin
dvojky (tj. zapsat v bindrnim zapisu).

2. pfiklad Navrhnéte dvojici kostek (krychli, na jejichZ kazdé sténé& je napsano kladné celé &islo)
tak, aby hod t&mito dvéma kostkami byl ekvivalentni hodu normalnimi dvéma kostkami (tj. soucet
2 padne v jednom z 36 pfipadii, soulet 3 ve dvou, ...), ale tyto kostky p¥itom nebyly normélni.
(Zkuste €z najit v8echna FeSeni.)
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3.piiklad Rozdélte Ny na dvé mnoziny A a B tak, aby kazdé kladné pirozené &islo 3lo vyjadiit
stejnym po¢tem zpiisobii jako soudet a + a’, kde a < @’ a a,a’ € A i jako souet b+ b', kde b < b’
abb € B.

4.priklad Je moZné rozdslit pfirozend ¢isla na nékolik (alespoii dvé) aritmetické posloupnosti,
které maji po dvou rizné diference?

5.priklad Existuje nekonetnd mnozina pfirozenych &isel takovd, ze v8echna velkd pfirozend ¢isla
jsou vyjadritelnd jako soucet dvou Cisel z nasi mnoZiny stejnym poctem zpilisobti?

6. p¥iklad* Cisla 0, 2, 5, 6 maji zajimavou vlastnost: jejich (kladné) rozdily jsou presné &isla 1,
2, 3, 4, 5, 6, kazdé pravé jednou. Naleznete vétsi pocet Cisel s takovou vlastnosti?

7.priklad Pocet rozkladd prirozeného &isla na soucet lichych prirozenych &isel je stejny jako
pocet rozkladi na soucet po dvou riiznych prirozenych ¢isel.

8. priklad* Baktérie se s pravdépodobnosti p rozdéli na dvé, jinak zanikne. Jaka je pravdépodob-
nost, Ze z jedné baktérie vznikne nesmrtelnd kolonie?

9. pfiklad™ V cukrarné prodéavaji t¥i druhy zdkuski — vétrniky, kremrole a laskonky. Kolika
zpusoby lze koupit 12 zdkuski tak, aby se od kazdého druhu koupily alespoir 2 kousky a pfitom
nejvyse 3 kremrole?

10. priklad~ Kolika zptisoby lze rozdélit 10 stejnych balénkd dvéma chlapeckim a dvéma hol-
¢ickam, mé-li kazdy chlapecek dostat aspon jeden balének a kazda hol¢icka aspon dva, nejvice
pét?

11.piiklad  Sectdte
(@) Yok (3)

(b) S, ()

) Y- (1)’

12. ptiklad V krabici je 30 Cervenych, 40 modrych a 50 bilych mickd, micky téZe barvy se od
sebe nepoznaji. Kolik je riiznych moznosti, jak 1ze z takové krabice vybrat 70 micka?

13. piiklad~ Urlete [219](z? +23+a+-- )4, [250) (27 + 28+ 2%+ - )8, [2%)(1 —22) 73, [24] VT + =,
[£3](2 + x)3/2 /(1 — z), [+%](2 + 32)5V1 — z, [23](1 — = + 222)°.

14. priklad— Najdéte uzavienou formuli pro generujici funkci nasledujicich posloupnosti
(a) 0,0,0,0, —6,6, —6,6, —6, ..
(b) 1,0,1,0,1,0,
(¢) 1,2,1,4,1,8, ...
(d) 17 17 07 17 17 07 17 17 07

15. priklad~ Jakd je pravdépodobnost, Ze pii hodu 12 hracimi kostkami padne soucet 307
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16. ptiklad Oznafme a, pocet rozkladii ¢isla n na soucet k celych nezdpornych (varianta: klad-
nych) &isel, pfi¢emZ zménu poradi bereme jako jiny rozklad. Najdéte generujici funkci pro posloup-
nost (ao,at,...) a jeji pomoci i vzorec pro ar.

17.priklad Kolika zpiisoby lze zaplatit n korun pomoci korunovych, dvoukorunovych a pétiko-
runovych minci?

18. pf¥iklad Kolika zplsoby lze pokryt obdélnik 2 X n (varianta: 3 X n) dominy 2 x 1?7

19. priklad Kolik existuje slov délky n sloZzenych z pismen a, b, v nichZ nejsou nikde dvé a-Cka
vedle sebe?

20. priklad Kolik existuje slov délky n sloZenych z pismen a, b, ¢, d, v nichZ neni nikde vedle
sebe a a b7

21. priklad Rozdélme pravidelny n-thelnik na trojihelniky pomoci n — 3 neprotinajicich se Gh-
lopri¢ek. Kolika zptsoby tak miZeme uéinit?

22. piiklad** (Véta o pé&tithelnikovych &islech) Pokud n # (3k2 & k)/2, tak polet rozkladd n na
soucet lichého poctu riznych ¢isel je tyz jako polet rozkladid n na soufet sudého poctu riznych
Cisel.
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