Generujici funkce
| Robert Sdmal

K ¢emu jsou?

Generujici funkce jsou velice mocny ndstroj. Tento nastroj ndm umozni (kdyz
se s nim nau¢ime zachdzet) FeSit bez obtiZzného pfemysleni ulohy, které by
ndm jinak daly pofaddné zabrat, nebo bychom je ani nevyftesili. (To samoziejmé
problémy ... ) Zhruba feceno jde o to, Ze misto posloupnosti néjakych éisel
budeme zkoumat néjakou funkci k té posloupnosti pfifazenou. Vlastnosti té
posloupnosti se néjak ,prelozi“ do vlastnosti té funkce. Po prozkoumaéni této
funkce pak mutzeme néco fici i o ptuvodni posloupnosti.

Na této prednésce se samoziejmé nedostaneme ke vSem aplikacim generu-
jicich funci, dokonce ani ke vSem typum aplikaci. Pfedvedeme si, jak pomoci
generujicich funkei Tesit linearni rekurentni rovnice (napf. pro Fibonacciho ¢isla
nebo pro ,chobotni¢ku“ z letosniho roéniku seminéie), zjistit pocet stromu (tj.
to, co jinym zpisobem délala na své prednisce Pata), zkoumat rozklady ¢isla
na soucet jinych ¢isel (8. piiklad z 5. série) atd. atd.

Pozor, zacina matematika

Definice. Méjme néjakou posloupnost ¢isel go, g1, g2, - - . (ob¢as budeme pied-
pokladat, ze mame definovany i ¢leny se zapornymi indexy a plati g_1 = g_o =
-+ =0). Generugict funkci (t6Z vytvorujici funkct) této posloupnosti nazveme
funkci

oo
G(z) =Y gna" = go + q12 + ga2® + gsz® + - -
n=0

Definice. Symbolem [vyrok] rozumime ¢éislo 1, pokud uvedeny vyrok plati a
¢islo 0, pokud neplati. Napf. [0 < n < 2] je 1 pron mezi 0 a 2, 0 jinak.
Diéle symbolem [z"])G(x) (kde G(x) je jako vySe) rozumime ¢islo gy,.

Poznamka. Poznamenejme, ze misto vySe uvedené, tzv. obycejné generujici
funkce, je nékdy vhodnéjsi pouzit exponencidlni generujici funkci G(x) =
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S gnx™ /0!, piipadné Dirichletovu® generujici funkci G(z) =3 gn/n”.
n n
Mizete se zeptat, co znamenda ten nekonecény soucet. V pfednasce z ma-
tematické analyzy byste se dozvédéli, Ze je to jakasi limita ¢asteénych soucti,
Ze obcas soucet neexistuje atd. Ne tak zde — ten soucet pro nas bude jenom
vzoreCek, se kterym ovSsem budeme manipulovat, jako by to skuteény soucet
byl. Vpodstaté vSechny operace, které muzete chtit, jdou provadét i s takovymi
,heseCtenymi vzorecky“3, ale vyhneme se tvaham, zda dany soucet mé smysl.
o0

Navic budeme moci pracovat nap¥. i s fadou Y nla™, coz v analyze nejde
n=0

(protoze nem4 smysl pro zaddné nenulové x).

Co tedy miZeme s generujicimi funkcemi provadét za operace? MizZeme je
sCitat, od¢itat, nasobit — vSe zcela prirozené ,jedinym moZnym zpusobem®,
stejné jako by to byly tfeba polynomy. Muzeme je také derivovat a integrovat
(opét jako polynomy), fesit rovnice pro tyto funkce (opét ,pfirozenym zpuso-
bem*), za urcitych okolnosti dosazovat do sebe, délit jimi. Pfehled nékterych
operaci pro funkce a jejich vlivu na odpovidajici posloupnosti najdete nize.

Priklad pouziti

Uvedme zde zékladni zptisob pouziti generujicich funkei.

1. krok. Sestavime (pfipadné dostaneme zadanou) rekurentni formulku pro
nezndmou posloupnost { f,, }. Budou-li napiiklad f,, Fibonacciho*¢isla — velice
casto se vyskytujici typ c¢isel, jeden z jejich vyznamt je pocet kraliki, jestlize
se kralici mnozi podle vhodného pravidla — bude ona formule

fn=f o1+ fa-2 (7122), fo=0, fi=1

2. krok. Tuto formuli upravime tak, aby platila pro vSechna n (pfitom pied-
poklddame, Ze ¢leny se zadpornym indexem jsou nulové). S vyuzitim symbolu
[...] to miZeme udélat takto:

fn = fnfl +fn72 + [TL = ]-]

2Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), némecky matematik, takovych funkci hojné
vyuzival.

3Ucené se jim fika formalni mocninné fady.

4Leonardo Fibonacci roku 1202 publikoval spis o poé&itani kraliku.
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3. krok. Vynasobime 2™ a se¢teme pfes vSechna n. Ozna¢ime-li F'(x) pfislus-
nou generujici funkci, dostaneme

F(J,‘) = Z fnmn =T Z fn—1$n_1 + z? Z fn_zﬂﬁn_Q + Z[n = 1].13”
= 2F(x) + 2*F(z) + x

4. krok. Ziskanou rovnici pro F'(z) vyfesime. To je zde snadné: F(x) =
/(1 —x—2?).

5. krok. Ze ziskaného Teseni vycteme koeficient u z”. I to je zde snadné.
Nejprve rozlozime jmenovatel v F(z) na souc¢in dvou ¢initeld; zjistime, ze 1 —
r—22 = (1—9z)(1—pz), kde ¢ = (1+/5)/2 a ¢ = (1—+/5)/2. Déle rozlozime
F(z) na tzv. parcidlni zlomky a upravime podle jednoho ze vzorci v tabulce:

1 1 1 — 1 n AN T
F(x):%(l—gax_l—@x):z%w —¢")a",

n=0

dli - f, =

n o_ An)

%(w

Prehled uZiteCnych faktd o generujicich funkcich

Jednoduché operace s generujicimi funkcemi
aF(z) + 6G(x) = > (afn + Bgn)z"
n
2mEF(x) = fa—maz™, m>0

(F@) = P@) /2™ = ¥ fasma™, m=0

n>0
F(ex) = ; " fra™
Fi(a) = 2 (n+ 1) fapra”
xF'(z) = Xn:nfnx”
Jy F(t)dt = gl L 1an
F@)G(@) = (S frgn-s )z
ﬁF(x) B n <k; fk)xn
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Pfitom P(z) je vhodny polynom (stupné m — 1), konkrétné P(z) = go + g1 +
gox? + -+ g™ L

Jednoduché posloupnosti a jejich generujici funkce

posloupnost generujici funkce jeji uzavieny tvar

(1,0,0,0,0,0,...) > [n=0] z" 1
n>0

(0,...,0,1,0,0,...) Yo n=m]z" x™
n>0

(1,1,1,1,1,1,...) ST oan ﬁ
n>0

(L, -1,1,-1,...) NG
n>0

(1,0,1,0,1,0,...) > [2] n] 2" s
n>0

(1,0,...,0,1,0,...,0,1,0,...) S [m|n]a" iz
n>0

(1,2,3,4,5,6,...) > (n+1) =L
n>0

(1,2,4,8,16,...) > 2man T
n>0

(l,C C C ) E "z ljcz
n>0

(1,4,6,4,1,0,0,...) > (3)an (1+x)*
n>0

(Le (5),(5):---) ;O(fl)x" (1+x)°

1) (c+2 — (ctn—1\ n

(1 (5. (59.-) S (e

n>
m+1 m+2 m+3 m-+mn n

(17 ( Im )7 ( Im )7 ( Im, )7 v ) ;O< Im, L)x (1—;101)erl

n>
1 n

(Ovlaiaéviv ) ;1% 1Ogﬁ

n>
_q\n+1
(071) %)%)_%7 ) gl( lr)l x” 10g(1+a’,‘)
(1715%5%72_14)1_507 ) E %xn ex
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