Gaussove prvocisla

Michal Szabados

Uvod

Tato prednaska bude o komplexnych celych ¢islach. Komplexné celé ¢islo je
jednoducho ¢islo tvaru a + bi, kde a a b st celé. Cize st to akoby mrezové body
roviny. KedZze komplexné rovina sa nazyva Gaussova, aj tieto ¢éisla sa nazyvaji ako
Gaussove celé ¢éisla. Nas budi zaujimat vlastnosti tykajice sa nédsobenia a delenia,
aby sme mohli definovat prvocisla. A nakoniec ich vSetky najdeme..

Zaklady
Komplexné ¢islo je ¢islo tvaru a+bi, kde 7 je imaginarna jednotka s vlastnostou
i2 = —1. TaktieZ sa d4 zapisaf v tvare re’®, kde 7 je jeho absolitna hodnota a «a

uhol, ktory zviera s redlnou osou. Pre nasobenie dvoch komplexnych ¢isel platia
nasledujice vztahy:

(a+ bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i

re'® . se® = (rs)ei(‘”ﬁ)

Absolttna hodnota komplexného &isla z = a+ bi je definovand ako |z| = Va2 + b2,
¢o je geometricky vzdialenost od nuly. Tiez sa pouZiva pojem komplexne zdruze-
ného ¢isla z = a — bi.

Tvrdenie. Pre lubovolné komplexné &isla z1, zo, z plati

(1) z21 =71 %,
(2) |z|=2-Z.

Uloha 1. Dostali sme $tvoréekovi sief. Aké je maximalne n € N, pre ktoré exis-
tuje kruznica so stredom v niektorom mrezovom bode, na ktorej lezi n mrezovych
bodov?

Gaussove prvodisla

Definicia. (Neformalna) Gaussove prvodislo je také komplexné celé ¢islo, ktorého
jediny delitel az na ndsobenie jednotkou je ono samo. Pritom jednotkou chdpeme
¢isla 1, i, —1 a —i, ale tieto ¢isla spolu s nulou ako prvocisla nepocitame.

Uloha 2. Dokazte, 7e ak je z prvoéislo, tak aj Z je prvocislo.

Uloha 3. Dokézte, ze realne prvoéisla tvaru 4k+3 st aj komplexnymi prvoéislami.
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Dalej sa budeme snazit dokézat, Ze rozklad ¢isla na komplexné prvodéisla je az
na symetrie (ndsobenie jednotkami a pod.) jednozna¢ny. Z toho ndm potom vy-
plynie navod, ako najst vSetky komplexné prvocisla. Na niektoré tvrdenia budeme
potrebovat mald Fermatovu vetu:

Veta. (Mala Fermatova) Pokial celé ¢islo a nie je delitelné prvocislom p, tak a?
dava zvysok 1 po deleni p. Teda

a? =1 (mod p).
Tvrdenie. Sucin dvoch ¢isel, z ktorych sii obe suctom dvoch Stvorcov, je tiez
stcet dvoch Stvorcov.
Tvrdenie. Ak éislon = a? + b? je delitelné prvocislom p = z2 + y?, tak % Jje tiez
suc¢tom dvoch Stvorcov.

Tvrdenie. Ak dislo tvaru a? + b? je delitelné é&islom, ktoré nie je sti¢tom dvoch
Stvorcov, tak ich podiel je delitelny ¢islom, ktoré tiez nie je sti¢tom dvoch $tvorcov.

Tvrdenie. Nech a, b sti dve nestidelitelné é&isla. Potom kazdy delitel &isla a? + b2
je suc¢tom dvoch Stvorcov.

Tvrdenie. (Fermat) Nepdrne prvocislo p sa da zapisat ako stucet dvoch Stvorcov
préave vtedy, ked p = 1 (mod 4).

Uloha 4. Ak pre prvoéislo p tvaru 4k + 3 plati p|(a? + b?), tak p|a a zérovei
p|b. Dokazte.

Zagierov dékaz na jednu vetu

Tento dokaz Fermatovho tvrdenia som pre zaujimavost nasiel na wikipédii.

Definicia. Majme mnozinu S s konec¢nym poc¢tom prvkov. Involicia je taka funk-
cia f: S+~ S, ktord je samoinverzna. T'j. f(f(z)) =x prex € S.

Uloha 5. Pocet pevnych bodov (z € S takych, ze f(z) = z) kazdej involicie na
danej mnozine ma rovnaku paritu.

Doékaz. (Fermatovho tvrdenia) Zostrojme mnozinu S usporiadanych trojic (z, y, z)
takych, ze p = 2% + 4xy. T4 ma zrejme involiciu (z,y, z) — (z, z,y). Ind menej
zrejmé involtcia je
(x+22, z, y—xz—2), akax<y-—z
(1[,’, Y, Z)'—> (2y—x, yax_y+z)v aky—z<x<2y,
(r—2y, x—y+2z,y), akz>2.

T4 mé len jeden pevny bod (1,1,k). KedZe pocet pevnych bodov involacii na
tej istej mnozine mé rovnaku paritu, prva involicia musi maf nejaky pevny bod.
Takze p sa da napisat ako 2% 4 4y2.
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