Gaussova prvocisla

KuBAa KRASENSKY

ABSTRAKT. Stejné jako z realnych ¢isel jsou svym zpusobem nejzajimavéjsi Cisla
celd, i v komplexnich éislech existuje pozoruhodnd podmnozina. Jsou to Gaussova
¢isla — komplexni ¢isla, jejichz redlna i imaginarni ¢ast jsou celé. Tato mnozina tvori
v Gaussové roviné ¢tvercovou mrizku. Ukazuje se, Ze i mezi témito ¢isly jsou néktera,
kterd se nedaji zapsat jako soucin dvou jinych — Gaussova prvocisla. Na prednasce
zjistime, kterd to jsou, pricemz vyuzijeme rtizné znalosti z teorie Cisel. Na zavér nam
nabyté znalosti pomohou vyfesit nékolik diofantickych rovnic.
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Komplexni Cisla

V tomto odstavci shrnu zadkladni informace o komplexnich éislech. Bylo by dobré,
kdyby je pfiblizné znal kazdy, kdo na prednasku pijde.

Imaginarni jednotka i je ,druhd odmocnina z minus jedné“. Tim myslime, Ze
plati i2 = —1. Imaginarni jednotka neni relné ¢islo; je to jedno z &isel kompleznich.
Komplexni ¢islo je potom kazdé c¢islo tvaru a + bi. Koeficientiim a, resp. b fikdme
redlnd, resp. imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla. Mizeme je (jako kazdou dvojici
bodt) vynaset do roviny. Na ose 2 budou lezet redlna cisla, na ose y ¢isla ryze
imagindrni. A tfeba ¢islo 2 + 2i bude lezet na ose prvniho kvadrantu.

Diky této geometrické pfedstavé definujeme wvelikost komplexniho ¢isla z jako
|z| = va? 4+ b2. Vidime, zZe |z| odpovid4 velikosti tsecky spojujici bod (a,b) s nulou
(pocatkem soufadnic). Zndme-li tuto definici, miZeme kazdé komplexni ¢islo z vy-
jadfit také ve tvaru |z| - (cos + isiny). Zde ¢ oznacuje thel, ktery svird spojnice
pocatku a bodu (a, b) s redlnou osou.

Diky tomu, Ze vime, kolik je 42, uZ umime nasobit dvé komplexni ¢isla. A séitat
je, to je samoziejmé jesté snazsi:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Na prednasce budeme také potiebovat pojem komplezné sdruzeného ¢isla a + bi =
a — bi.

Tvrzeni. Pro libovolna komplexni ¢isla z1, zo, z plati:

(i) z1- 22 =71 72,
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(i) |22 ===,
(111) |21 . Z2| = |2’1‘ . |22‘
Stiipky z teorie Cisel

Abychom dokazali néktera tvrzeni o Gaussovych ¢islech, musime ovladat uréité po-
stupy z teorie Cisel. Tady budeme mit potiebné znalosti pékné pohromadé.

Definice. Rikdme, Ze celd ¢isla a a b jsou kongruentni modulo d, pokud dévaji
stejny zbytek po déleni d. To znamend d | (a — b). Kongruenci zapisujeme a = b
(mod d).

Poznamka. S kongruencemi se stejnym modulem lze pocitat prakticky stejné jako
s rovnicemi.

Tvrzeni. Pro kazdé celé ¢islo a plati a> = 0 nebo a® =1 (mod 4).

Predchozi tvrzeni se ¢asto formuluje slovy ,nula a jednicka jsou kvadraticke zbytky
modulo ¢tyti“. Je jednoduché jej dokazat — stac¢i postupné umocnit na druhou vyrazy
4k, 4k + 1, 4k + 2 a 4k + 3.

Véta. (Wilsonova) Jestlize je p prvocislo, pak plati
(p—1)!=-1 (mod p).

Ditikaz rad predvedu na konzultaci nebo v jakékoliv volné chvili. Na prednasce na
néj nebude cas.

Gaussova Cisla
Definice. Komplexni ¢islo, jehoz realnd i imaginarni ¢ast jsou celé ¢isla, nazveme
Gaussovym celym cislem.

Definice. Normou Gaussova ¢isla nazveme druhou mocninu jeho velikosti. Zna-
¢ime N(a + bi) = |a + bi|? = (a + bi) - (a + bi) = a® + b2

Norma mé4 tu pf{jemnou vlastnost, Ze je to vzdy pFirozené ¢islo (nebo nula). To se
vyuziva napiiklad pfi dikazech matematickou indukci. Navic plati klicova vlastnost,
kterou si snadno dokéazete:

Tvrzeni. Pro kazda Gaussova ¢isla a,b plati
N(ab) = N(a) - N(b).

Je dilezité si rozmyslet, ze Gaussova ¢isla jsou uzavrend na scéitdni a ndsobeni —
soucet i soudin dvou Gaussovych ¢isel je Gaussovo ¢islo. Podobné tvrzeni plati pro
celd ¢isla. Ani jedna z téchto mnoZin ale neni uzaviena na déleni. 5/2 neni celé ¢islo a
neni to ani Gaussovo ¢islo. Stejné jako v obycejnych celych ¢islech proto definujeme
délitelnost.
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Definice. Rikédme, Ze a je délitelné b, pokud existuje k takové, Ze a = b - k. Také
¢teme b déli a“ a zna¢ime b | a.

Cviceni. Dokaite, ze pokud a | b, pak i N(a) | N(b).

Cviceni. Jak pozname, Ze je redlné celé ¢islo a délitelné 1+ i? Jak pozname, Ze je
timto Cislem délitelné a + bi?

Definice. Jednotkami nazveme Gaussova ¢isla normy jedna, tedy +1, 4.

Uloha. (Na dlouhé zimni veéery)

(i) Rozmyslete si, jak by se v Gaussovych ¢islech dalo definovat déleni se zbyt-
kem, a zkuste si ujasnit, pro¢ déleni se zbytkem bude fungovat. Napovéda:
Pouzijte normu zbytku po déleni. Pro dikaz vyuzijte ndzorné geometrické
predstavy.

(ii) Pfeformulujte Eukleidv algoritmus pro Gaussova éisla a dokazte, Ze funguje.

(iii) Dokazte Bézoutovu vétu.
(iv) Pouzijte pfedchozi vysledky k dokazani klicového turzeni z nésledujici kapi-
toly.

(v) A pak uZ si snadno dorozmyslete, jak dokdzat jednoznacnost rozkladu na
prvocisla.

Prvocisla

Definice. Cislo p nazveme Gaussovym prvocislem, pokud plati: Kdykoliv p = a-b,
pak bud a, nebo b je jednotka.

Tato definice sice zni trochu krkolomné, ale fika totéz jako bézna definice prvo-
¢isla. Existuje ale jesté druhy zpusob, jak prvocislo definovat:

Tvrzeni. (Klicové) Cislo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz plati: Kdykoliv p | ab,
pak p | a nebo p | b.

Cviceni. Zkuste rozlozit ¢isla 2, 2 + 24, 3, 3 + 4 a 5 na Gaussova prvodisla.

Chtéli bychom umét rozhodnout, zda je dané ¢islo Gaussovym prvocislem. K tomu
nam poslouzi nasledujici série tvrzeni:

Tvrzeni. Kazdé Gaussovo prvocislo ma reilny nasobek.
Tvrzeni. Cislo z je Gaussovo prvocislo pravé tehdy, kdyz Z je Gaussovo prvoéislo.

Tvrzeni. Redlné prvocislo se v Gaussové oboru rozklada pravé tehdy, Ize-li jej
zapsat jako soucet dvou c¢tvercii.

Véta. (Fermatova) Existuji (az na prendsobeni jednotkou) prévé tato Gaussova
prvocisla:

(i) Cisla tvaru a+ bi, kde N(a+bi) je dvojka nebo redlné prvocislo tvaru 4k + 1.
(ii) Redlnd prvocisla tvaru 4k + 3.
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Na prednasce vétu dokazeme pomoci znalosti, které jsme postupné nasbirali. Pro
zéjemce pridavam jiny, trikovy dikaz prvniho bodu:

Definice. Méjme mnozinu S s koneénym pocétem prvku. Involuce je takova funkce
f:9 — S, ktera je inverzni sama k sobé.

Lemma. Pocet pevnych bodu kazdé involuce na dané mnoziné ma stejnou paritu.
Dikaz.  (Fermatovy véty) Sestrojme mnoZinu S uspofddanych trojic (z,y, z) tako-
vych, ze p = 2% + 4yz. Ta m4 ziejmé involuci (z,y, z) — (z,2,y). Jind méné ziejma
involuce je
(x+22, 2, y—x—2) prox<y-—z,
(, ¥, 2) — < Qu—=, y, 2 —y+2) proy—z<ax<2y,
(r—2y, x—y+2z,y) prox>2y.
Ta mé jen jeden pevny bod (1,1, k). Jelikoz pocet pevngch bodl obou involuci

musi mit stejnou paritu, prvni involuce musi mit néjaky pevny bod. Tudiz se p da
zapsat jako z2 + 4y2.

VyuZiti

Obcas se teorie kolem Gaussovych ¢isel da vyuzit i v prikladech olympiadniho typu.
Uloha. Reste v celych éislech rovnici 22 + y? = 2009. (MKS 30. ro¢nik, serial)
Uloha. Vyieste diofantickou rovnici 2% + y? = 2005(z — y).

Uloha. (Tézka) Vyfeste obecnou diofantickou rovnici tvaru
ar? 4+ Bz + oy +yy+6 = 0.
Tvrzeni. Jsou-li a, b nesoudéln &isla splitujici ab = y*, pak a i b jsou k-té mocniny
(az na prendsobeni jednotkou).
Uloha. Které dvojice celych &isel spliiuji rovnici 22 + 1 = y3?
Uloha. Naleznéte viechny pythagorejské trojice, tj. vyfeste diofantickou rovnici

I2+y2:Z2.



