
Nìkolik poznatkù, které se Ti mohou hoditÚlohy 6. série se týkají øe¹ení funk
ionální
h rovni
, 
o¾ jsou rovni
e, ve který
h hledaná ne-známá je nìjaká funk
e. V tomto textu popí¹eme základní metody øe¹ení funk
ionální
h rovni
.Kromì toho se budeme zabývat vlastnostni spojitý
h funk
í. Vìt¹inu jeji
h vlastností nebudemedokazovat, ale pøi øe¹ení pøíkladù se na nì mù¾e¹ bez dùkazu odvolávát. Podrobnìji se problema-ti
e funk
ionální
h rovni
 vìnuje napø. sbírka ©koly mladý
h matematikù 55, Ljubomir Davidov:Funk
ionální rovni
e, Mladá Fronta, Praha 1984.Základní metoda øe¹ení funk
ionální
h rovni
 je tzv. substituèní. Spoèívá, øeèeno 
o nejobe
-nìji, v následují
ím postupu: Pøedpokládáme, ¾e u¾ máme nìjaké øe¹ení funk
ionální rovni
e, avhodnou volbou promìnný
h se sna¾íme najít expli
itní tvar tohoto øe¹ení. Poté ovìøíme, zdatakto získaná funk
e dané funk
ionální rovni
i skuteènì vyhovuje. Objasníme to na jednodu
hémpøíkladu.Pøíklad: Najdìte v¹e
hny funk
e f : R! R, splòují
í f(x+ y) = f(x) + y pro ka¾dé x; y 2 R.Øe¹ení: Pøedpokládejme, ¾e ji¾ máme nìjakou funk
i f øe¹í
í rovni
i. Pak musí platit (oznaèímesi 
 = f(0) a dosadíme x = 0 do zadání) f(y) = 
 + y. Naopak dosadíme-li funk
i f v taktozji¹tìném tvaru do zadání, zjistíme, ¾e f(y) = 
 + y øe¹í rovni
i pro ka¾dé 
 2 R. Tím je úlohavyøe¹ena.Teï se budeme zabývat spojitými funk
emi. Pøesnou de�ni
i uvádìt nebudeme, postaèí námintuitivní pøedstava. Spojité funk
e si mù¾eme pøibli¾nì pøedstavit jako ty, jeji
h¾ graf lze nakres-lit jedním tahem | je souvislý. V podstatì vìt¹ina bì¾ný
h funk
í je spojitý
h. Funk
e f(x) = xje spojitá. Platí, ¾e souèet a souèin dvou spojitý
h funk
í je spojitý. Odtud lze induk
í odvodit,¾e libovolná polynomi
ká funk
e1 je spojitá. Dále pro f(x); g(x) spojité je funk
e f(x)g(x) spojitáv tì
h bode
h, kde g(x) 6= 0. Dal¹í spojité funk
e jsou napø. sin x; 
osx; ax; loga x pro a > 0. Je-liobor hodnot funk
e f(x) èástí de�nièního oboru funk
e g(x), pak g(f(x)) je také spojitá. Dáleje-li funk
e f(x) spojitá a ryze monotónní (rostou
í nebo klesají
í), pak i funk
e inverzní k funk
if(x) je spojitá. Pomo
í tì
hto vlastností lze budovat z uvedený
h spojitý
h funk
í funk
e nové.Dùle¾itá vlastnost spojitý
h funk
í je tzv. Darbouxova vlastnost nabývání mezihodnot. Je-lif(x) spojitá, pak pro x1 < x2; f(x1) 6= f(x2) funk
e f(x) nabývá na intervalu (x1; x2) v¹e
hhodnot mezi f(x1); f(x2). Dùsledkem tohoto je tvrzení, ¾e je-li f(x1) < 0 a f(x2) > 0 (nebonaopak), pak existuje èíslo x0 2 (x1; x2), pro nì¾ f(x0) = 0.Dále vylo¾íme tzv. Cau
hyovu metodu øe¹ení funk
ionální
h rovni
, ve který
h hledáme pouzespojitá øe¹ení. Nejdøív ale budeme potøebovat nìkolik pojmù a tvrzení.Øekneme, ¾e mno¾ina M � R je hustá v R, jestli¾e pro ka¾dé a; b 2 R; a < b existuje èíslom 2M , pro které m 2 (a; b).Tedy ka¾dý otevøený interval musí obsahovat nìjaké èíslo z husté mno¾iny. Lze ukázat, ¾eka¾dý otevøený interval u¾ nutnì obsahuje nekoneènì mnoho èísel libovolné husté mno¾iny.1Tedy funk
e, kterou lze vyjádøit ve tvaru f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � � + a1x + a0, kden 2 N; an 6= 0. 1 Typeset by AMS-TEX



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ALemma 1. Mno¾ina Q v¹e
h ra
ionální
h èísel je hustá v R.Dùkaz: Ne
h» a < b jsou libovolná reálná èísla. Jeliko¾ b � a > 0, tak jistì existuje n 2 N,pro které n(b � a) > 1. Pak ale interval (na; nb) nutnì obsahuje èíslo z 2 Z, konkrétnì napø.z = bna+ 1
. Pak ale interval (a; b) obsahuje ra
ionální èíslo zn . Tím je lemma 1 dokázáno.Podobnì lze ukázat, ¾e mno¾ina v¹e
h dyadi
ký
h ra
ionální
h èísel, tedy tì
h, je¾ je mo¾novyjádøit ve tvaru z2n , kde z 2 Z;n 2 N0 , je hustá v R.Lemma 2. Ne
h» f; g : R! R jsou spojité funk
e a mno¾ina M � R je hustá v R. Naví
 platíf(m) = g(m) pro ka¾dé m 2M . Pak platí f(x) = g(x) pro ka¾dé x 2 R.Toto lemma je intuitivnì jasné a nebudeme ho zde dokazovat. Pokud nìkoho zajímá pre
iznídùkaz, najde ho napø. v ji¾ zmínìné kní¾eè
e Funk
ionální rovni
e od L. Davidova.Teï u¾ mù¾eme formulovat samotnou Cau
hyho metodu. Øeknìme, ¾e máme funk
ionálnírovni
i, u které nás zajímají pouze spojitá øe¹ení. Pak mù¾eme nejdøíve urèit v¹e
hna øe¹enídané funk
ionální rovni
e, která jsou de�novaná pouze na nìjaké husté mno¾inì (nejèastìji Q) apak vyu¾ít spojitosti tohoto øe¹ení k roz¹íøení na 
elou mno¾inu R (lemma 2 nám øíká, ¾e to lzeprovést nanejvý¹ jedním zpùsobem). Objasníme to na následují
ím pøíkladu.Pøíklad: Najdìte v¹e
hny spojité funk
e f : R ! R splòují
í f(x + y) = f(x)f(y) pro ka¾déx; y 2 R.Øe¹ení: Pøedpokládejme, ¾e máme nìjaké øe¹ení f této rovni
e. Je-li pro nìjaké t reálné f(t) = 0,pak volbou x = z � t; y = t dostáváme f(z) = f(z � t + t) = f(z � t)f(t) = 0 pro ka¾déz 2 R. Dále se tedy budeme zajímat jen o nenulová øe¹ení. Pøednì pro ka¾dé x 2 R platíf(x) = f(x2 + x2 ) = f(x2 )f(x2 ) = �f(x2 )�2 > 0. Tedy funk
e f(x) nabývá v¹ude kladný
hhodnot. Oznaème si f(1) = 
 > 0. Pøedpokládejme, ¾e pro nìjaké n 2 N platí f(n) = 
n. Pakf(n + 1) = f(n)f(1) = 
n
 = 
n+1. Odtud matemati
kou induk
í plyne f(n) = 
n pro ka¾dépøirozené èíslo n. Analogi
ky doká¾eme f(nx) = �f(x)�n pro ka¾dé n 2 N; x 2 R. Tedy jsou-li m;n 2 N, pak f(mn ) = nr�f(mn )�n = nqf(nmn ) = npf(m) = np
m = 
mn . Tedy vztahf(x) = 
x platí pro ka¾dé kladné ra
ionální èíslo x. Dále f(0) = f(0 + 0) = �f(0)�2 > 0, tedyf(0) = 1 = 
0. Tudí¾ pro ka¾dé kladné ra
ionální x platí 1 = f(0) = f(x � x) = f(x)f(�x) )f(�x) = 1f(x) = 1
x = 
�x. Tedy jsme dostali platnost výrazu f(x) = 
x pro v¹e
hna ra
ionálníèísla x. De�nujeme-li funk
i g(x) = 
x pro v¹e
hna x 2 R, pak f(x) i g(x) jsou spojité funk
e(o f(x) to víme ze zadání), které se shodují v ka¾dém ra
ionálním èísle. Jeliko¾ mno¾ina Q v¹e
hra
ionální
h èísel je podle lemmatu 1 hustá v R, tak podle lemmatu 2 platí f(x) = g(x) pro ka¾déx 2 R. Tedy pro ka¾dé reálné èíslo x platí f(x) = 
x, kde 
 > 0. Dosadíme-li funk
i f(x) = 
x dozadání, zjistíme, ¾e f(x) = 
x je skuteènì øe¹ením dané rovni
e pro ka¾dé 
 > 0. Úloha má tedyspojitá øe¹ení2 f(x) = 0 a f(x) = 
x pro ka¾dé 
 > 0. Tím je úloha vyøe¹ena.2Lze ukázat, ¾e tato funk
ionální rovni
e má mnoho nespojitý
h øe¹ení.2



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 APoznámka: V pøíkladu èíslo 7 ¹esté série se vyskytuje pojem omezené funk
e. Pro pøipomenutíøekneme, ¾e funk
e f : R ! R je omezená, jestli¾e existuje reálná konstanta K taková, ¾enerovnost jf(x)j < K je splnìna pro ka¾dé x 2 R.
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