Nékolik poznatkt, které se Ti mohou hodit

Ulohy 6. série se tykaji feSeni funkcionalnich rovnic, coz jsou rovnice, ve kterjch hledana ne-
zndm3 je néjakd funkce. V tomto textu popiseme zdkladni metody feSeni funkciondlnich rovnic.
Kromsé toho se budeme zabyvat vlastnostni spojitych funkci. Vétsinu jejich vlastnosti nebudeme
dokazovat, ale pfi feSeni piikladii se na né maze§ bez dukazu odvoldvat. Podrobnéji se problema-
tice funkcionalnich rovnic v&nuje napf. sbirka Skoly mladjch matematiki 55, Ljubomir Davidov:

Funkcionélni rovnice, Mlad4 Fronta, Praha 1984.

Zakladni metoda feSeni funkciondlnich rovnic je tzv. substituéni. Spoéivd, fe€eno co nejobec-
néji, v nasledujicim postupu: Pfedpokladdme, Ze uz mame néjaké feSeni funkciondlni rovnice, a
vhodnou volbou proménnych se snazime najit explicitni tvar tohoto feSeni. Poté ovéfime, zda
takto ziskand funkce dané funkciondlni rovnici skuteéné vyhovuje. Objasnime to na jednoduchém
prikladu.

P¥iklad: Najdéte v8echny funkce f : R — R, spliwjici f(z + y) = f(z) + y pro kazdé z,y € R.
Reseni: Predpokladejme, Ze jiz madme né&jakou funkci f Fesici rovnici. Pak musi platit (ozna¢ime
si ¢ = f(0) a dosadime z = 0 do zadani) f(y) = ¢ + y. Naopak dosadime-li funkci f v takto
zjist&ném tvaru do zadéni, zjistime, Ze f(y) = ¢ + y Fesi rovnici pro kazdé ¢ € R. Tim je tloha
vyfeSena.

Ted se budeme zabyvat spojitymi funkcemi. Pfesnou definici uvadét nebudeme, postaéi ndm
intuitivni predstava. Spojité funkce si muzeme p¥iblizné predstavit jako ty, jejichZ graf lze nakres-
lit jednim tahem — je souvisly. V podstaté v&tSina b&Znych funkei je spojitych. Funkce f(z) =z
je spojita. Plati, Ze soucet a soudin dvou spojitych funkci je spojity. Odtud lze indukei odvodit,
f(z)
g(z)
v t&ch bodech, kde g(z) # 0. Dalsi spojité funkce jsou napf. sin z, cos z, a®,log, & pro a > 0. Je-li

obor hodnot funkce f(z) ¢4sti definiéniho oboru funkce g(z), pak g(f(z)) je také spojitd. Déle
je-li funkce f(z) spojitd a ryze monoténni (rostouci nebo klesajici), pak i funkce inverzni k funkci
f(z) je spojitd. Pomoci t&chto vlastnosti 1ze budovat z uvedenych spojitych funkei funkce nové.

Dulezita vlastnost spojitych funkei je tzv. Darbouxova vlastnost nabyvani mezihodnot. Je-li
f(z) spojitd, pak pro z1 < z2,f(z1) # f(z2) funkce f(z) nabyvd na intervalu (x1,z2) viech
hodnot mezi f(z1), f(z2). Dusledkem tohoto je tvrzeni, %e je-li f(z1) < 0 a f(z2) > 0 (nebo
naopak), pak existuje &slo zo € (z1,22), pro néz f(zo) = 0.

%e libovolna polynomicks funkce! je spojita. Dale pro f(z), g(z) spojité je funkce spojita

Déle vylozime tzv. Cauchyovu metodu FeSeni funkciondlnich rovnic, ve kterych hleddme pouze
spojitd feSeni. Nejdiiv ale budeme potfebovat nékolik pojmi a tvrzeni.

Rekneme, %e mnozina M C R je hustd v R, jestlize pro kazdé a,b € R,a < b existuje &islo
m € M, pro které m € (a,b).

Tedy kazdy otevieny interval musi obsahovat néjaké &islo z husté mnoziny. Lze ukazat, Ze
kazdy otevieny interval uz nutné obsahuje nekoneéné mnoho ¢isel libovolné husté mnoziny.

ITedy funkce, kterou lze vyjadiit ve tvaru f(z) = anz™ + ap—12" "1 + --- + a1z + ao, kde
n €N, an #0.
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Lemma 1. MnoZina Q vsech raciondlnich éisel je hustd v R.

Diikaz: Necht a < b jsou libovolna redlnd &isla. Jelikoz b — a > 0, tak jist& existuje n € N,

pro které n(b — a) > 1. Pak ale interval (na,nb) nutné obsahuje ¢islo z € Z, konkrétné& napf.

z = |na + 1|. Pak ale interval (a,b) obsahuje raciondlni &islo Z. Tim je lemma 1 dokdzano.
Podobné lze ukézat, ze mnozina vSech dyadickych raciondlnich &isel, tedy téch, jez je mozno

vyjadrit ve tvaru 2%, kde z € Z,n € Ny, je hustd v R.

Lemma 2. Necht f,g: R — R jsou spojité funkce a mnozina M C R je hustd v R. Navic plati

f(m) = g(m) pro kaidé m € M. Pak plati f(z) = g(x) pro kaZdé x € R.

Toto lemma je intuitivné jasné a nebudeme ho zde dokazovat. Pokud nékoho zajim4 precizni
dikaz, najde ho nap¥. v jiz zminéné kniZedce Funkciondlni rovnice od L. Davidova.

Ted u? muZeme formulovat samotnou Cauchyho metodu. Reknéme, e méme funkcionalni
rovnici, u které nds zajimaji pouze spojitd feSeni. Pak mutZeme nejdfive uréit vSechna fFeSeni
dané funkciondlni rovnice, kterd jsou definovand pouze na néjaké husté mnoziné (nejéastéji Q) a
pak vyuZit spojitosti tohoto Fegeni k rozsifeni na celou mnozinu R (lemma 2 ndm ¥ikd, Ze to lze
provést nanejvys jednim zpusobem). Objasnime to na nasledujicim p¥ikladu.

Piiklad: Najdéte vSechny spojité funkce f : R — R splaujici f(z + y) = f(z)f(y) pro kazdé
z,y € R.

Reseni: Pfedpoklddejme, ze mame n&jaké feSeni f této rovnice. Je-li pro n&jaké t realné f(t) = 0,
pak volbou z = z — t,y = t dostavame f(z) = f(z —t +t) = f(z — t)f(t) = 0 pro kazdé
z € R. Déle se tedy budeme zajimat jen o nenulovd feSeni. Pfedné pro kazdé x € R plati
fla) = F(E+2) = F(D)f(E) = (f(g))2 > 0. Tedy funkce f(z) nabgva vsude kladnjch
hodnot. Ozna¢me si f(1) = ¢ > 0. Pfedpoklddejme, Ze pro n&jaké n € N plati f(n) = ¢". Pak
f(n+1) = f(n)f(1) = c"c = c"*t1. Odtud matematickou indukci plyne f(n) = c” pro kazdé
pfirozené &slo n. Analogicky dokdzeme f(nz) = (f(:c))n pro kazdé n € N,z € R. Tedy jsou-

n m
i m,n € N, pak f(}) = "U(f(%)) = 2/ f(n) = ¥/ f(m) = ¥Vem = cn. Tedy vatah
2
() = ¢® plati pro kazdé kladné racionalni &slo 2. Déle £(0) = £(0 + 0) = ( f(o)) > 0, tedy
f(0) =1 = ¢0. Tudi# pro ka#dé kladné raciondlni z plati 1 = f(0) = f(z — z) = f(z)f(~z) =
f(—z) = ﬁ = ciw = ¢~ *. Tedy jsme dostali platnost vyrazu f(z) = ¢* pro vSechna racionalni
&isla z. Definujeme-li funkci g(z) = ¢® pro vSechna z € R, pak f(z) i g(z) jsou spojité funkce
(o f(z) to vime ze zadani), které se shoduji v kazdém raciondlnim &isle. Jelikoz mnozina Q viech
raciondlnich &isel je podle lemmatu 1 hustd v R, tak podle lemmatu 2 plati f(z) = g(z) pro kazdé
z € R. Tedy pro kazdé redlné ¢&islo @ plati f(z) = ¢, kde ¢ > 0. Dosadime-li funkci f(z) = ¢® do
zadani, zjistime, Ze f(z) = c® je skutetnd FeSenim dané rovnice pro kazdé ¢ > 0. Uloha m3 tedy
spojita feseni? f(z) = 0 a f(z) = ¢” pro kazdé ¢ > 0. Tim je tiloha vyfeSena.
2Lze ukézat, Ze tato funkcionlni rovnice ma mnoho nespojitych feseni.
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Pozndmka: V piikladu &islo 7 Sesté série se vyskytuje pojem omezené funkce. Pro pfipomenuti
fekneme, Ze funkce f : R — R je omezend, jestliZe existuje redlnd konstanta K takovd, Ze
nerovnost |f(z)| < K je splnéna pro kazdé = € R.



