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Uvod

Tento text je prepracovanou verzi materidlu, ktery jsem pfipravil ke své prednasce v ramci kursu pro
nadané zaky na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Piestoze samotny text prosel
fadou zmén, jeho povaha i cil zistava beze zmény — pomoci fesitelim matematickych soutézi a dalsim
zdjemcum o piistupnou stfedoskolskou matematiku pfiblizit ¢asto obavané téma funkcionalnich rovnic.
Pfi psani jsem se soustiedil pfedevsim na klicové ivodni partie, nebot bez ditkladného pochopeni pojmi
a pristupu k tloze nemé cenu namifit své sily na feSeni tloh. Tézko se pak i ze vzorovych feSeni pouc¢ime
a v nastalém zmatku to spiSe vzdame. Novackim tedy doporucuji preéist a snazit se pochopit zédkladni
principy a myslenkové obraty, ostfileni borci pak mohou snadno tézit nové myslenky ze samostatného
feSeni uloh. Do vykladu je zafazeno nékolik cviceni, vétSinou hned na konci néjaké probrané metody feseni.
Pokud se vam nepodaii cviceni vyTesit, nema smysl postupovat dale, ale zkusit si kapitolu zopakovat nebo
alespon postupovat samostatné dle navodu. Pro dalsi samostatné studium jsem rozsitil sbirku tloh.
Hodné zdaru a radosti pfi feSeni pieje

autor
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Pojem funkce

Jak jiz samotny néazev kapitoly dava tusit, stéZejnim objektem pro néas bude funkce. Nez se vrhneme na
samotné funkciondlni rovnice a jejich feseni, pfipomeneme si, jak budeme funkce chapat, upozornime na
Gasté nesvary vznikajici pfi praci s funkcemi a sjednotime znaceni.

Funkci nebo téz zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y vétsinou chapeme jako néjaké pfifazeni, kdy
prvkim z X jednozna¢né urcime pravé jeden prvek z Y. Tohoto zavedeni se budeme v textu drzet, i
kdyz neuvadime exaktni definici pojmu funkce. Poznamenejme vsak, Ze funkce neztotoziujeme s jejich
predpisy, i kdyZ si je tak (vétSinou) pfedstavujeme.

Funkce zpravidla zna¢ime pismeny f, g, h. Defini¢ni obor funkce f oznaéime jako Dom(f) = X, obor
hodnot jako Rng(f) C Y. Pro zjednoduseni pouZivime zapis

X —>Y.

Vsimnéme si, ze timto zapisem nefikdme, Ze f musi nabyvat vSech hodnot z Y.
V nasem textu budeme za mnoziny X a Y brat vétSinou nasledujici:

Q mnozina racionalnich ¢isel

R mnozina realnych ¢isel

R+ mnozina kladnych redlnych cisel
RS mnozina nezapornych realnych ¢isel

Je-li funkce f:R — R, fikdme casto, ze f je redlna funkce. S témito funkcemi budeme pracovat
nejcastéji.
Zadéavame-li néjakou funkci tim, Ze ji pfedepiSeme vzoreckem, musime vzdy uvadét jeji defini¢éni obor.
Napriklad zapisy
f(z) ==z, z €R, flz)=2z,2€Q

definuji naprosto odlisné funkce. Naproti tomu strohé f(z) = z nedefinuje zddnou funkei, protoze o z
nevime nic. Takovéto népisy si mtizeme dovolit pouze v pfipadé, Ze je definiéni obor ziejmy z kontextu a
nemuze dojit k omylu.

Uvédomme si jesté, ze funkce nemuseji byt vzdy dany explicitnim vzorcem, jak jsme ze stfedni
skoly zvykli. Existuji naptiklad dobfe popsatelné funkce, pro které zadny vzorec neexistuje. Funkce také
muzeme definovat vice vzorecky, uvazme napiiklad nasledujici pfedpis

1 2eQ,
f(“’:{m reR\Q,

coz je korektné definovand (tzv. Dirichletova) funkce. Rovnéz se mize stat, Ze vzorct ¢i predpisi pro
tutéz funkci mtzeme najit vice. Uvazujme tieba funkce f, g: R — R zadané

23—+ -1

f(z) = o) , v €R, glz)=z—-1, z €eR.

Zjevné se oba predpisy odlisuji, definuji vSak stejné funkce ve smyslu naseho chapani funkci — f i g
pevnému z € R piifadi stejnou hodnotu, tj. f(z) = g(z). Z téchto diivodl tedy striktné rozliSujeme mezi
funkcemi (jakozto pfifazenimi) a jejich predpisy.
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Rovnost f = g znamend, ze Dom(f) = Dom(g) a zérovenr f(z) = g(x) pro kazdé x ze spole¢ného
defini¢niho oboru, naproti tomu f(z) = g(z) znamena rovnost funkénich hodnot v jednom konkrétnim
bodé .

V tuto chvili jsme jiz dostatecné vybaveni k tomu, abychom se pustili do dalsi kapitoly a seznamili
se s tématem funkcionalnich rovnic. Nez vSak tak ucinime, ukadzeme si jesté dalsi pohled na funkce, ktery
je Cisté intuitivni a ktery se nam bude hodit k hlubsimu pochopeni dalsi problematiky.

Nahlédnéme struéné do notoricky znamého linedrniho prostoru R", kde n € N. Na prvky tohoto
prostoru nahlizime povétsinou jako na vektory, neboli uspofddané n-tice [a1,asz,...,a,] € R™. Nic ndm
vSak nebrani divat se v souladu s timto ndhledem na vektory jako na funkce z mnoziny {1,2,...,n} do
R. Funkéni hodnoty budeme prifazovat ¢islim 1 az n zcela pfirozené, tedy ¢ — a;. Vidime tak, Ze prostor
R™ je také prostorem funkci.

Analogickou tvahou muzeme realnou hodnotu ptifadit také kazdému pfirozenému ¢islu, neboli pro
kazdé i € N definujeme pfifazeni i — a;, kde a; € R. Kdyz nyni tato a-cka posbirame, fikime, ze jsme
definovali posloupnost realnjch ¢isel, kterou znac¢ime {a;}$2;. OvSem podle toho, jak jsme piifazovali, se
muzeme na posloupnost stale divat jako na funkci z N do R.

V obou pfipadech do hry viceméné promlouvalo dobré uspofadani defini¢nich obort, mohli jsme si
tak predstavovat, ze funkce definujeme postupné naptred pro jednicku, pak pro dvojku a tak dale bud do
néjakého n nebo pro vSechna N. Takovy pfirozeny postup pro redlné funkce nemame (a nepfirozeny zavé-
dét nebudeme). Pokud chceme definovat redlnou funkei, musime vem ¢&isliim pfifadit hodnoty ,naraz“,
nejde je vSechny vypsat jako v pripadé vektorw, nebo definovat induktivné jako pro posloupnosti. Toto
je tedy ten pravy duvod, pro¢ uzivame pfedpisy a pro¢ je ¢asto s funkcemi zaménujeme.

Pojem funkcionalni rovnice

Seznamenim se stéZejnimi objekty — funkcemi jsme poznali hrace v nasi hfe. Chybi ndm jesté porozhléd-
nout se po hristi a seznamit se se soupefi — s funkcionalnimi rovnicemi a s pravidly hry.

Ukazme si nejprve nékolik zadani a aniz bychom tlohy fesili, oziejmime si, co piesné se po nas chce
a jak budeme tlohy chapat.

Uloha 1. Najdéte viechny funkce f:Q — R splitujici pro viechna z,y € Q rovnici

flx+y) = f(@)+ f(y).

Predevsim si v§imnéme zakladni odlisnosti od béznych rovnic: cilem neni najit hodnoty x a y, které
rovnici vyhovuji, ale nalézt takové funkce, které rovnici spliiuji pro kazdé pfipustné dosazeni hodnot za =
a y. Nepredstavujme si tedy pod symboly x ¢i y zddna konkrétni ¢isla, divejme se na né jako na ,mista®,
kam je mozné dosazovat cokoliv z defini¢niho oboru aby stale platila rovnost.

Zvolime-li si néjakou konkrétni funkci f, ¢i spiSe néjaky predpis, mizeme tuto rovnost snadno testo-
vat. V§imnéme si, ze kupiikladu funkce f(z) = 2z rovnici splituje, nebot

fa+y) =2+ 9) =20 +2y = f(2) + £ (1)

a tato rovnost plati nezavisle na hodnotach x a y.
Naopak tfeba funkce f(z) = z + 1 rovnici nevyhovuje, jelikoz

f@t+y) =z+y+1l£z+1+y+1=f(2)+ f(y),
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coz se pozna na libovolnych z a y.

Vidime, Ze néjaké funkce vyhovuji, jiné ne. Samoziejmé tim, Ze jsme uhodli jedno feSeni, tloha
nekonéi. Ke spravnému vyfeSeni ilohy musime najit vSechny takové funkce neboli ukazat, ze zadné jiné
tlohy. Jeji netrivialita pochopitelné spoc¢ivd v tom, Ze nemuzeme vyzkouSet vSechny funkce, kterych
existuje nepfeberné mnozstvi v porovnani s moznymi piedpisy, které jsme schopni vymyslet.

Déle si vSimnéme, ze ukolem je hledat funkce definované v Q, coz tlohu podstatné zjednodusuje a
odlisuje napriklad od tlohy nasledujici.

Uloha 2. Najdéte viechny rostouci funkce f:R — R splitujici pro vSechna z,y € R rovnici

f@+y) = @)+ fy)-

Rovnice ma v tomto pfipadé uplné stejny tvar, ale funkce f musi byt definovdna na celém R a mize
nabyvat i libovolnych realnych hodnot. Oproti pfedchozi iloze mame navic zadanou omezujici podminku
na funkci f. Bez této podminky lze tlohu také fesit, ovSem FeSeni je osklivé az lehce nechutné. Tato
rovnice mé dokonce i sviij nazev, fika se ji Cauchyho rovnice a jeSté se o ni v textu zminime.

Cist pozorné zadani se tedy vyplaci, sama rovnice je pouze jeho polovinou. Abychom se opravdu
presvédcili, kratce se v iivaze vratime k tvodni kapitole. Pfedstavme si, Ze feSime tlohu 1 pro funkce
definované na mnoziné {1,2,...,2n} a rovnice mé byt splnéna pro vSechna z, y z mnoziny {1,2,...,n}.
V souladu s pfedchozi kapitolou si mizeme oznacit f (i) = a; pro 1 < i < 2n. Zadana rovnice ma platit pro
vSechna 1 < z,y < n, staci tedy dosadit vSech kone¢né mnoho dvojic. Co se po dosazeni stalo? Dostali
jsme béznou soustavu linearnich rovnic pro neznamé a;, kterou umime snadno vyfesit. Z funkciondlni
rovnice jsme tak snadno dostali soustavu rovnic pro ¢isla. Pozorny ¢tenar uz tusi, kam mifime. V prvnim
kole nasich pfedstav mizeme nahradit mnozinu {1,2, ... ,n} pfirozenymi ¢isly a analogickym vypisovanim
bychom dostali soustavu spo¢etné mnoha rovnic pro ¢isla. Ve findle pak ptvodni defini¢ni obor nahradime
mnozinou N. To, co bychom dostali, je zase ,bézna“ soustava rovnic pro realna ¢isla, tézko ji vSak kdo
nékdy celou vypise. Pouzitim funkce tedy fekneme vSechno ,naraz“ bez néjakého poradi. Na pozadi si
vsak mtizeme stale predstavovat nekone¢né mnoho vztahii pro ¢isla, jejichz splnéni po nas tloha vyzaduje.
A navic chce feSeni vSechna.

Mysleme tedy na to, Ze na funkciondlni rovnice lze nahlizet jako na soustavy nekoneéné mnoha
rovnic. Prakticky to vétSinou k ni¢emu neni, ale ¢asto tato predstava pomaha k pochopeni toho, co se na
pozadi déje. V textu tak jesté nékolikrat ucinime.

Idea resSeni

Nadesel kone¢né ¢as na stézejni otdzku — jak hrat a vyhrat v boji s funkciondlnimi rovnicemi?

Zakladni myslenkou feSeni bude nésledujici ivaha: Predpokladame, ze funkce f spliiuje zadéni, a
zkouméme, jaké musi mit vlastnosti. Ziskavame tak informaci, ze pokud néjaké FeSeni rovnice existuje,
tak musi mit néjaké vlastnosti.

Meéjme tedy na paméti, ze obecné nepostupujeme ekvivalentnimi tpravami. Nejlépe je to vidét na
prikladu.

Uloha 3. Najdéte viechny realné funkce splitujici pro kazdé z,y € R rovnici

flz+y) = f@) +y.
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Reseni. Piedpoklédejme, 7e jiz mame funkei f splitujici rovnici pro kazdou dvojici [r,y] € R2. Pro
tuto funkci si ozna¢me ¢ = f(0). ProtoZe je rovnice splnéna pro kazdou dvojici [z, y], specidlné musi byt
splnéna i pro jednu konkrétni dvojici [0,y]. Musi tedy platit

fO+y)=f(0)+y,
neboli f(y) = y + c. Dosazenim do rovnice ovéfime, ze
f@ty)=z+ytc=a+cty=[(a)+y
pro vSechna redlnd x a y, ¢ili funkce f(z) =z + ¢, © € R je FeSenim tlohy pro kazdé ¢ € R. |

Pro¢ jsme si vSak v FeSeni mohli Fici, Ze f(0) je konstanta? Predpokladali jsme totiz, Ze mame funkci
f, ktera rovnici splituje. Hodnota f(0) je tak jiz konkrétni dosazeni do konkrétni funkce, a tedy se déle
nemeéni.

Pro nazornou predstavu: ,,Je to jako se zajicem v pytli. Jesté nevime, jak vlastné vypada, ale mizeme
dloubanim zjistovat, jak rychle se vrti, za jak dlouho se unavi, atp. Je to v8ak jiz konkrétni zajic, ktery

Vratme se jesté k nasi predstavé o funkcionélni rovnici jako o soustavé nekoneéné mnoha rovnic.
Co se v této analogii béhem feSeni stalo? Pfedstavme si, Ze si prochdzime nas nekoneény seznam rovnic
pro jednotliva realna cisla. Pozastavime-li se u téch vztaht, kde jsme za x dosazovali nulu a za y néjaké
Cislo *, zjistime, Ze pravé tyto rovnice umime snadno vytesit. Budou vypadat pfesné jako f(x) = f(0) +
a budou zaviset na parametru f(0). Musime se vSak postarat, aby platily i vSechny zbyvajici rovnice,
které jsme doposud prehlizeli. Pfesné tuto roli zastava v tloze zkouska, ktera ukaze, ze vSechny ostatni
rovnice budou platit, at je hodnota f(0) jakdkoliv.

Uvédomme si vSak, ze obracenad implikace, tj.,kdyz mé funkce f néasledujici vlastnosti, tak fesi
rovnici“, obecné platit nemusi. Ukazme si to opét na piikladu.

Uloha 4. Najdéte viechny funkce f:RT — R, které vyhovuji rovnici

22) = o4 fly) — -2
f('l')_""_f(J) f(y)

pro vSechna z, y z defini¢niho oboru f.

Resgeni. Necht f je funkce, ktera vyhovuje zadani. Protoze definiénim oborem f jsou pouze kladna redlna

Cisla, mzeme provést tzv. substituci neboli dosazeni [y/x, 1] misto [z, y]. Funkce f tedy musi spliiovat
1
FVEP) =+ £0) = 7.

Hodnota f(1) —1/f(1) je konstantni, oznacme ji c. Potom f musi mit tvar
fl@)=vVz+e.

Zkouskou neboli dosazenim do zadéani zjistime, Ze jedind funkce, kterd zadani vyhovuje, je pro ¢ = 0, tj.
f(z) =z, z e RT. O
Co se stalo nyni? V myslenkach si opét mizeme prepsat tlohu do nekonecné mnoha rovnic. DAl

jednom parametru f(1). Kdyz jsme vSak pozadovali rovnost v ostatnich rovnicich, pozadavky na f(1)
byly striktnéjsi a §lo z nich hodnotu f(1) dopo¢itat.
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Vidime tedy, ze provadét zkousku je vzdy nutné a za jeji opomenuti se ztraceji body.

V predchozi tloze jsme provedli vic nez jen dosazeni konstanty za proménnou, nahradili jsme pro-
ménnou néjakou jeji funkei. Tento krok jesté neni zcela jasny a nemusi byt vidét, pro¢ jsme jej mohli
beztrestné provést. Nové svétlo by sem méla vnést dalsi kapitola, ktera se celd vénuje substitucim.

Substituce

Tento princip je elementarni a zcela zasadni pro feSeni funkcionélnich rovnic. Témér v kazdé tloze pro-
vedeme alesponi jednou néjaké dosazeni nebo substituci. Kli¢ovad pro nas bude néasledujici jiz pouzita
formulace: ,,Pokud funkce f spliiuje zadanou rovnici pro vSechna [z,y| z definiéniho oboru, pak tuto
rovnici spliuje i pro néjaky specialni pfipad“. Pfesné tuto tvahu jsme provedli v tloze 3. Podle tohoto
schématu tedy muzeme snadno dosazovat konstanty z defini¢niho oboru funkce f.

Ne vzdy vsak dostaneme jedinym dosazenim piimo tvar feSeni. Vétsinou je tfeba zkouset vice do-
sazeni, nékterd nam totiz mohou poskytnout jen ¢asteéné informace, jako t¥eba hodnotu ve vybranych
bodech. Jen o malo slozitéjsi a méné primocary je priklad nasledujici.

Uloha 5. Najdéte viechny funkce f:R — R vyhovujici pro kazda z,y € R rovnici

fay+ 1)+ fl@+y) = (f2) +1)(y+ D).

Resend. Ptedpoklddejme, Ze f fesi tilohu pro kazdé dosazeni x,y € R. Dosadime-li dvojici [0, 0] dosta-
neme
FO+1)+ f(0) = (f(0)+1)(0+1)
neboli f(1) = 1. Dosazenim [0, 1] a ze znalosti hodnoty f(1) obdrzime
FO+ 1) = (F0)+1)(1+1),

tedy f(0) = 0. Nyni dosadime-li dvojici [0, z], ihned dostévéme, Ze

Q)+ f(z) = (f(0) + 1) (z +1),
¢ili f(z) = x pro vSechna x € R. O sprévnosti feSeni se presvéd¢ime zkouskou. O

Nez pokroc¢ime k dalsimu vykladu, méli bychom se presvédcit, ze rozumime jednoduchym substitucim
a umime je aplikovat v piikladech.

Cviceni 1. Naleznéte vsechny funkce definované na celém R s hodnotami v R spliujici rovnici

fla+y)+2f(z—y) — 4f (2) + 2f(y) = 3y* — 2 — 2ay + ay®
pro kazdou dvojici [z,y] € R2.

Cviceni 2. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechna z,y € R

f@)fy) = flzy) == +y.

napifklad [—z,0] nebo [2® — x,y/2] nebo jesté komplikovandji jako tieba [z —y,x +y] & [y, f(z)]. Musime
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vsak dbat jediné podminky a to, aby vysledné substituce méla vzdy smysl, tj. aby kazdé dosazeni x a y
bylo v defini¢nim oboru funkce f.

Co to znamend v tilohdch? Mame-li napiiklad fesit funkciondlni rovnici zadanou na R*, nemtizeme
dosazovat nulu nebo misto = psat —zx.

Piedvedme si vySe zminény recept na nasledujicim piikladu.

Uloha 6. Naleznéte viechny funkce f:R — R takové, ze pro viechna redlné z, y plati
f@+y) = flz—y) ==y

Reseni. Nechf f spliiuje zadanou rovnici pro vSechna x, y. Pak rovnice musi platit i pro hodnoty

[z/2,2/2], proto
2

r oz T X T

1Grs)-fG-3)-7
Odtud vidime, 7e f musi byt tvaru f(x) = ¥2/4 + ¢, kde ¢ je redlnd konstanta. Zkouska ukaze, Ze tato
funkce vyhovuje pro kazdé c € R. ]

Vratme se v vahach opét k nekoneénym soustavam rovnic. Uz vime, Ze dosazeni konstanty je
stejné, jako kdyz se podivame na vybrané rovnice. Co se vSak déje pfi substitucich? Podivejme se tieba
na pifklad 4. Misto kladného redlného &isla - jsme vzdy psali ¢islo /z. Tedy kazdé éslo z definiéniho
oboru jsme zobrazili zase zpét do stejného oboru a Z4dné jsme pii tom nevynechali (Fikdme téz, Ze Ve
bijekce na RT, viz kapitola Viastnosti funkei). A co toto zobrazeni provede s nasimi rovnicemi? Viibec
nic. Pouze trochu ,zamicha“ s jejich ,pofadim®, avSak jejich tvar zistane stejny. O zadné vztahy jsme
nepfisli a zddné nepfibyly. Tato substituce tedy byla ¢isté technickd, aby se ndm na funkcionalni rovnici
lépe koukalo, ve skutecnosti nic nového nepfinasi.

V predchozi tloze jsme postupovali odlisné. Nejprve jsme se podivali na vybrané rovnice, ve kterych
bylo x rovno y. Odtud jsme usoudili, Ze f(2z) = 2% + ¢ pro vSechna redlnd z. Nyni uz vidime, #e staci
provést stejnou kosmetickou tpravu jako v tloze 4, totiz misto x psat x/2, ¢imz se opét v rovnicich nic
nemeéni.

Pfi substitucich vSak zarovern musime dbat na to, abychom defini¢ni obor pfili§ nezuzili. Muze se
totiz stat, Ze po substituci obdrzime rovnici, kterd plati jen na néjaké ¢asti defini¢niho oboru funkce f.
Tento problém dobre ilustruje nasledujici priklad.

Uloha 7. Nejdéte viechny funkce f:R — R, které vyhovuji rovnici
fl@—y?) = fz) =2
Reseni. Bud f funkce splitujici zadéni pro vSechna z,y € R. Pak pro x > 0 dosadme [z, /7] a obdrzime
Flo = (VEP) = £(@) ~ (VAP

coz po upravé dava f(z) = z + f(0) pro x > 0. Pro z < 0 dosadme [0,/—z| a ihned dostavame

neboli f(z) =z + f(0), kde z < 0. Pro > 0 a 2 < 0 je tvar FeSeni stejny, lze tedy psat f(z) = = + ¢,
z € R. Zkouskou ovéfime, Ze takova f vyhovuje pro kazdou konstantu ¢ € R. ]

Vidime, Ze jiz po prvni substituci nas uloha laka provést zkousku a prohlésit f za feSeni. Uvédomme
si vSak, ze tato substituce ndm zajistila tvar f pouze pro nezaporna x. Skuteénost, Ze se tato f dala
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rozsitit na celé R se zachovanim platnosti zadané rovnice, je pouze pfijemnou ndhodou. Nemtuzeme tak
beztrestné tilohu prohlasit za vyfesenou, nebot by mohla existovat jin funkce, kterd by se na zapornych
¢islech od f lisila.

Nejsme-li si jisti, ze mizeme substituci provést, nikdy neuskodi napsat si tvar substituujicich vyrazi
a urcit jejich defini¢ni obor a obor hodnot.

Co bychom vsak neméli nikdy provést, budeme demonstrovat na nasledujicim pfikladu.

Uloha 8. Najdéte viechny funkce f:R — R splitujici pro viechna reélna z, y

Fla+f) = @)+ ) +22f).

V prvnim kroku kazdého asi napadne vyzkouset dosadit [0,y], dostaneme tak, Ze f(f(y)) = f(y) +
£(0). Nyni je f(y) € R, tedy ozna¢me x = f(y) a obdrzime, Ze f(x) = 22+c, ¢ € R, o dem7 se presvédéime
zkouskou.

Kde nastala chyba? Prvni dosazeni je zcela jisté sprévné, vztah f(f(y)) = f?(y) + f(0) plati pro
kazdé y € R. Problém je v dosazeni = f(y), nejde totiZ o substituci, pouze jsme si jinak oznaéili symbol
f(y). Vztah f(z) = 22 + ¢ tedy plati pouze pro = € Rng(f), o kterém vSak doposud nebyla z4dna fe¢ a
nic o ném nevime. Ziejmé funkce f(z) = 0 pro = € R splituje zadanou rovnici, jeji obor hodnot je vsak
jednobodovy a plati pro ngj jist& rovnice f(x) = 22 + ¢ pro ¢ = 0. Stejné tak bychom mohli ¥ici, ze pro
toto FeSeni a € Rng(f) = {0} plati f(z) = sin(z) ¢ cokoliv jiného. Bude to sice pravda, ale k ni¢emu
nam to neni.

Jak se tohoto problému zbavit, je vidét zahy.

Resgeni. Funkce 22 je na R ziejmé feSenim zadané rovnice. Zvolme substituci f(z) = 22+g(z). Dosazenim
dostavame

(@+F @) +g(x+ f) = 2% + g(@) + (4° + 9®))” + 22(* + 9(y))
(x+ 92+ 9W) + gl +v* +9) = (2 + 2 +9(1)° + 9(2)
glz+y> +9) = g(x),

a tedy funkce g musi byt periodicka (viz kapitola Viastnosti funkei) pro kazdou periodu délky y? + g(y).
Je-li tato perioda pro kazdé y € R nulova, je g(y) = —y* a f(y) = y® + g(y) = 0 pro vSechna y.
Predpokladejme nyni, Ze je tato perioda nenulova, oznafme ji p. Dosadme nyni dvojici [z,y + p| do
posledniho vztahu a upravujme

9@) =g(z+@w+p)’ +9+p) =g(z+plp+2) +v° +91) =g(z+plp+2)).

Vidime, ze g je také periodicka s periodou p(p + 2y), kterd vSak mize nabyvat libovolné hodnoty. Tudiz
pro kazdé z,y € R je g(z) = g(y), a proto g je na R konstantni. Funkce f tedy muZe mit tvar f(z) =
22 4+ g(z) = 2% + c. Zkouskou ovéifme, Ze tato funkce spolu s funkei f(z) = 0 jsou skute¢ns fegenim. [J

V nasledujicim piipadé provedeme substituci, kterd vypada na prvni pohled stejné, totiz y = f(z).
Jak v8ak uvidime, toto nahrazeni bude probihat ,opa¢nym smérem® nez v predchozi tloze a bude tak
naprosto korektni.

Uloha 9. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici
Fly=1@) =fy) - f(f(@) + f) -z

Reseni. Bud f funkce splitujici zaddni pro kazdou dvojici 2,y € R. Protoze f(r) € R = Dom(f), lze
dosadit dvojici [z, f(x)]. Pro kazdé = € R tedy plati

f(f@) = f@) = F(f(2)) = F(f(2) + f(2) — =,
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coz po upravé dava f(z) = x + ¢, © € R. Zkouskou ovéiime, Ze takova funkce vyhovuje pro kazdé c € R.
O

Ve svété nekonecnych soustav bychom rekli, Ze jsme se podivali jen na ty rovnice pro z, kde y nabyva
hodnot f(z). Ty opét umime snadno vyfesit a ve zbyvajicich rovnicich pouze zkontrolujeme rovnost.

Nabizi se otazka, pro¢ jsme volili zrovna substituci [z, f(z)]. Jeji aplikaci tloha okamzité pfestala
vzdorovat, ale jak jsme prisli na to, ze zrovna tohle dosazeni bude to pravé? Obecné se totiz vyplati
dosazovat tak, abychom dostali nékteré vyrazy konstantni, ¢i aby se co nejvice ¢lenti odecetlo. Budeme-li
se na predchozi rovnici chvili divat, uvidime, ze dosazenim y = f(x) dosdhneme obou kyzenych cild.
V obtiznéjsich tlohach pochopitelné neni klicové dosazeni vidét hned, chce to chvili cviku a zkouseni. Je
té% lepsi chvili nad rovnici premyslet, nez hned zbésile dosazovat.

V tuto chvili jiz mame dostatek poznatki k tomu, abychom mohli fesit slozitéjsi tlohy. V nasledujicich
cvicenich si vzdy rozmyslete a zdivodnéte, pro¢ je vami volena substituce korektni.

Cviceni 3. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliujici pro vSechna redlna z, y
Fla+fy) = + f2(y) + 22 f ().

Cviceni 4. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliujici pro vSechna realna z, y

F@®+y) + f(f(2) —y) = 2f(f(2)) +25*.

Stejné jako jsme v tvodu kapitoly vidéli, Ze jedno dosazeni nemusi vzdy stacit, nikoho nepfekvapi,
7e jedna substituce nam vzdy nemusi pomoci FeSeni nalézt. V nasledujici tiloze si navic ukdzeme, ze
funkcionalni rovnice muzeme stejné jako bézné rovnice séitat ¢i od¢itat. Jisté uz tusite, co se déje v pozadi:
Ano, budeme ,naraz“ séitat ¢i od¢itat nekoneéné mnoho rovnic pro &isla.

Uloha 10. Naleznéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro viechna realné z, y
F@®+y) + f(f(2) —y) = 2f (f(2)) + 22
Reseni. Dosazujme postupné

[z, f(z)]: f(@? + f(2) + [(0) = 2f (f(2)) + 2/*(x),
[z, —2?] : 7(0) + f(aL'2 + f(2)) =2f(f(2)) + 224,

Odeétenim obou rovnic okamzité dostavame 2f%(x) = 2z*, neboli f(z) = £22. Oznacéme si jako M
mnozinu téch = € R, kde je f(z) = —a2, pak jisté f(x) = 2% na R\ M. Chceme ukézat, 7e mnozina M
obsahuje pouze nulu. Z¥ejmé f(0) = 0. Pak dosazenim [0, z] dostdvame

f@) + f(-z) = 22°.

Protoze je pro kazdé nenulové = prava strana kladnd, totéz musi platit i pro levou stranu, kde mame ¢ty¥i
moznosti pro volbu znamének. Pouze volba 2 + 22 = 222 dokaze tuto platnost zarudit. Musi tedy platit,
ze f(x) = 22 pro viechna = € R, o éemz se snadno presvédéime zkouskou. |

Tento pifklad by pro nés mél byt varovanim, Ze z platnosti f(z) = +22 neplyne, Ze budto f(z) = z2,
nebo f(z) = —2? na celém R. Tato implikace samoziejmé plati tzv. bodové, neboli, #e pro kazdé jedno
redlné x mize byt hodnota f(x) bud x2, nebo —x2. Vyjdou ndm tedy jen dva predpisy, je ale chybné
usoudit, ze existuji jen dvé funkce! Ne vzdy je tedy vhodné vnimat funkei jako pfedpis.
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Timto postupem bychom se sice také dobrali vysledku, nebot funkce f(r) = —x2, z € R by neprosla
zkouskou. To vSak nic nefikd o funkcich, které jsou nékde na M definovany jednim pfedpisem a jinde
druhym.

Srovnejme tuto ulohu s nésledujicim piikladem.

Uloha 11. Najdéte vSechny funkce f:R*T — R splitujici pro kazdé p¥ipustné = rovnici
B f3(2) +1=af(x)(1+ zf(2)).

Resend. Vsimnéme si, ze rovnice je polynom tietiho stupné v proménné zf(z). Snadnou tpravou na
soucin dostavame

(zf(x)+1)(zf(z) - 1)2 =0.

Odtud pro kazdé = € RT musi platit f(z) = 1/2 nebo f(z) = —1/z. Bud nyni M C RT libovolna
mnozina. Pak definujme funkci
1 zeM,
ﬂ@*{f%,xeR+vm

ktera je fesenim zadané rovnice. VSechny upravy byly ekvivalentni, zkousku tedy neni tfeba provadét. OJ

Tento priklad sice nebyl na procviceni substituce, velmi dobfe vSak demonstruje, na co si dévat
pozor. Zkuste si samostatné vyresit nasledujici cviceni.

Cvieni 5. Najdéte viechny funkce f:R* — RT spliiujici pro kazdé = € R rovnici

f@) _ fa)+2

T 222+ 1
V tloze 10 jsme se jiz zminili o jednoduché aritmetice funkciondlnich rovnic. Podivejme se nyni na
tuto metodu trochu blize. Ne vzdy totiz jde FeSeni dostat pouhym secitdanim rovnic, nékdy musime prejit
i k jejich soustavam.

Uloha 12. Naleznéte viechny funkce f:R\ {0,1} — R splitujici pro z rtiznd od 0 a 1

flz)+ f(lTlL) = .

1
—t

Reseni. Bud f feSenim tlohy. Dosadme postupné z; = t, 2o = I
pro ¢t € R\ {0,1} jsou vSechna éisla riiznd od 0 a 1. Po dosazeni x2 a x3 do 1/(1 — ) nejprve upravujme

arg=1-— % Snadno se ovéfi, ze

1 1 t-1

1= 1 _
T L ey iy

1l—zy 1--L1 t

Dostavame tedy soustavu

f@1) + fz2) =,

fla2) + f(ws) = 1—¢
flas) + flan) =1 7.

Sectenim prvni a tfeti a odectenim druhé rovnice dostavame feSeni ve tvaru

B —t+1

f#) = flz1) = HE—1)

které vyhovuje zadani. ]
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Pfijit na trik v pravé vyfesené tiloze neni Gplné snadné. Velmi pomuze znalost, ze pro vyrazy = a
1/(1 — z) existuje v FeSeni popsany ,,3-cyklus®, neboli posloupnost tfech dosazeni, po kterych dostaneme
puvodni vyraz. Tato tloha je velmi typova, narazime-li tedy na podobnou, zkusme najit néjaky vhodny
scyklus® dosazeni. Casto je to jediny zptisob, jak tilohu Tesit.

Cviceni 6. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechna z,y € R
Fa+ ) + 24 (z ~ ) = 3(2) ~ v
CviCeni 7. Najdéte vSechny funkce f:R — R takové, Ze pro vSechna z € R \ {1, —1} plati
z—3 r+3
f(:L'-‘rl) +f<1—x> =T

Dalsi standardni trik, ktery si pfedstavime, je vyuzivani symetrii v rovnicich. Vyraz nazveme symet-

rickym (v proménnych x1, x5 a7 x,, ), pokud se libovolnou zdménou proménnych nezméni. Podstatou této
metody je pozorovani, ze pokud se dva vyrazy rovnaji a jeden z nich je symetricky, pak se ani druhy po
zédméné proménnych nezméni. Aplikujme toto pozorovani na nasledujici pfiklad.

Uloha 13. Najdéte vSechny reélné funkce f, které splituji pro kazda x, y rovnici

F(f@) + ) = f(2) +y-

Resgeni. Piedpoklddejme, ze f fesi tlohu. Leva strana zadané rovnice je symetrickd v = a y, totéz musi
platit pro pravou stranu. Mame tedy, ze

f@)+y=z+f(y).

Dosadime-li za y = 0 a polozime-li ¢ = f(0), pak mame f(z) = x + ¢, € R. Zkouskou se pfesvédéime,
Ze rovnici vyhovuje tato funkce pouze pro ¢ = 0, tedy f(z) =z, z € R. O

Pochopitelné ne vzdy je rovnice nachystand v symetrickém tvaru, nékdy da i dost prace ji do takového
tvaru upravit.

Uloha 14. Najdéte viechny funkce f:R* — R splitujici pro kazda z,y € RT rovnici

(T+yf@)(1—yflx+y) =1

Reseni. Bud f feSeni zadané rovnice. Roznésobenim a délenim y > 0 ziskdme f(z+y) (1+y f (:L')) = f(x).
Jelikoz yf(x) > 0, lze délit vyrazem 1+ yf(z) a obdrzime rovnost se symetrickou levou stranou

f(z)

) = Ty

Vyuzitim symetrie dostaneme f(z)(1+zf(y)) = f(y)(1+yf(z)). Dosadme za y = 1 a oznatme ¢ := f(1),
potom f(z) =c¢/(1+ zc—c). Jisté ¢ > 0 a aby f(z) > 0, musi byt 0 < ¢ < 1. Délenim ¢ lze navic FeSeni
piepsat do tvaru f(z) = 1/(z +¢é), kde ¢ = 1/¢ — 1 € R*. Zkouskou se pfesvédéime, Ze tato f je FeSenim
zadané rovnice pro kazdé takové ¢. d
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Pouziti matematické indukce

Tato metoda umoznuje odvodit tvar feseni pro racionalni ¢isla. Nejlépe si ji pfedstavime na jiz zminéné
tloze 1. Podle ni se této metodé fika také Cauchyho metoda.

Uloha 1. Najdéte viechny funkce f:Q — R splitujici pro viechna z,y € Q rovnici

flz+y) = f(@)+ f(y).

Reseni. Predpoklédejme, Ze f je n&jaké feseni této rovnice. Dosadime-li dvojici [0, 0], obdrzime ihned
£(0) = 0. Dale postupné dosazujme dvojice [z,z], [2z,z], ..., [(n — 1)z,z] a pro kazdé n € N indukei
dostavame

fQ@x) = f(z+2) = f(2) + f(2) = 2f(x)

F32) = f(22 +2) = F(20) + F(@) = 3 ()

f(nz) = f((n -z +z) = f((n—1)z) + f(z) = nf(z).
Pravé dokézany vztah f(nz) = nf(z) platny pro pfirozena n a racionalni « pouZijeme hned dvakrét. Pro
kazdé m,n € N pak plati
n n
== ) =wr(5)
ng) = 1) = £ (m- L) = mp(Z
Podélenim obou stran ¢islem m dostavame vztah

f(i) = %f(l)7 m,n € N|

m
neboli

fl@)=2f(1), zeQ*
Dosazenim dvojice [z, —z] do ptivodni rovnice obdrzime vztah f(z) = — f(z). Oznacime-li si navic f(1) =
¢, pak pro funkei f plati f(z) = ca pro vSechna raciondlni z. Zkouska ukaze, Ze takova funkce spliiuje
zadani pro kazdé realné c. O

Z piikladu je vidét, pro¢ tato metoda funguje jen pro ¢isla racionalni. Funkce, které jsme nalezli, 1ze
sice stejné tak rozsifit na celé R za pouziti stejného pfedpisu a rovnice bude platit pro kazdou dvojici
z,y € R, ovSem nic ndm nezarucuje, ze zadné jiné funkce uz rovnici netesi. Jak jsme jiz naznacili v vodu,
dalsi takové realné funkce spliujici Cauchyho rovnici existuji, tento postup nam k nim ale cestu neukazuje.

Zazijme si tuto metodu jesté na dalsim, podobném piikladeé.

Uloha 15. Naleznéte viechny funkce f:Q — R, které vyhovuji rovnici

flz+y) =f()f(y)
pro viechny dvojice [z,y] € Q2.

Resend. Piedpoklddejme, 7e f je nalezené feseni. Nabyva-li tato funkce v néjakém bod& zg nulové hod-
noty, pak dosazenim [z — zo, xo] dostavame

f(@) = f(z —z0 +20) = f(z — 30)f(0) =0
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a f je funkce identicky nulovd, tj. f(z) = 0 pro kazdé x € Q. Zabyvejme se nyni jiz pouze nenulovymi
fesenimi. Nejprve si viimnéme, ze f(z) = f(x/2 + 2/2) = f(x/2)f(x/2) = f?(z/2) > 0, &li f nabyvé
pouze kladnych hodnot. Nyni nasadime indukci, podobné jako v pfedchozim pfipadé. Pro kazdé n € N a
z € Q tedy plati

Il
~
V]
—~
=

fQ@2r) = f(z+2) = f(2)f(2)
fBx) = f(2z +2) = f2(2) f(2) = f*(2)

f(nz) = f((n -z +z) = [ H2) f(z) = f(2).
Tento vzorec nyni dvakrat pouzijeme a pro kazdé m,n € N dostavame

@ =fo=f(m-=) = (2.

m

Vsechna tato ¢isla jsou kladnd, mtizeme je tedy m-krédt odmocnit a ihned vidime, Ze f(¢) = f9(1) pro
kladna racionalni g. Dosazeni [0,0] do ptivodni rovnice ndm poskytne informaci o hodnoté f(0), nebot
£(0) = f2(0). Protoze f(0) > 0, musi nutng f(0) = 1. Informaci o zdpornych racionalnich &islech ndm da
dosazeni [¢, —q], tj. 1 = f(0) = f(q)f(—¢). Odtud ihned vyjadiime

1

L —q
10 = 55 = Fary =)

pro ¢ € QF. Pokud navic pojmenujeme f(1) = ¢ > 0, pak f(z) = ¢* pro vSechna racionélni &isla.

Zkouskou ovéfime, ze f skuteéné rovnici feSi pro vSechna ¢ > 0. Pfipocteme-li jeSté trividlni FeSeni
f(z) =0, mizeme psat, Ze f(x) = c® pro libovolné ¢ > 0 (a mlcky piijmeme, ze 0° = 0). O

Z4dnému ¢tenafi jisté neuniklo nékolik podobnosti s pfedchozi tilohou. Nejprve jsme pomoci matema-
tické indukce odvodili dilezity vztah pro kladna cela ¢isla, déle jsme jeho platnost rozsirili i pro kladnd
racionalni, posléze pro vSechna raciondlni ¢isla. Stejné tak bychom postupovali i u dalsich podobnych
prikladu.

Cviceni 8. Najdéte vSechny funkce f:Q — Q, pro které plati f(1) = 2 a pro kazdé z,y € Q

fy)=f@)f(y) - flz+y) +1.

Abychom mohli platnost rozsifit na celd redlna ¢isla, museli bychom mit néjaké dalsi omezujici
predpoklady na funkci f. Dfive nez k takovému omezeni pristoupime, pfedstavime si nékteré obecné
vlastnosti funkci, bez kterych se v dalsim textu neobejdeme.

Vlastnosti funkci

Neékteré vlastnosti funkci se pouzivaji tak casto, Ze stoji za to si je pojmenovat. Mnohé z vlastnosti je
mozné vyslovit obecnéji bez ohledu na to, kde jsou definovany, my si vSak pro jednoduchost tyto pojmy
zavedeme pouze pro realné funkce, jejich zobecnéni je pak pfimocaré.

Prvni sada pojmu se tyka symetrii.

Definice. Rekneme, e funkce f je sudd, resp. lichd, pokud pro kazdé z € Dom(f) plati

f(z) = f(==), resp. f(z) =—f(-2).
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Definice vlastné tika, ze sudé jsou pravé ty funkce, které jsou osové soumérné podle osy Oy, liché
jsou ty stiedové symetrické podle poc¢atku. Soucasti definice je tedy i fakt, Ze defini¢éni obor f musi byt
symetricky podle po¢atku. Piikladem sudé funkce na R je funkce 22 & funkce cos . Mezi liché pak patii
napiiklad funkce 23 nebo sin .

Pokud se nam v tloze podaii zjistit, Ze hledana funkce spliiuje jednu z téchto vlastnosti, stac¢i nam
hledat feSeni pouze na poloviné defini¢niho oboru. Navic ziskdme ze substituci vice informaci, nebot
muZeme snadno z argumentu funkce ,odstranit* minus.

Téz se ndm muze hodit tvrzeni, ze kazdou realnou funkci f lze napsat jako soucet sudé a liché funkce,
jejich predpisy jsou (f(z) + f(—2))/2 a (f(z) — f(~2))/2.

V dalsim si zavedeme pojmy, které charakterizuji ,nabyvani hodnot®.

Definice. Rekneme, Ze funkce f je prostd, pokud pro kazdé x,y € Dom(f) plati

Definice. Rekneme, Ze funkce f: X — Y je na, pokud pro kazdé y € Y existuje € X tak, Ze plati
f@) =y.

Definice. Rekneme, Ze funkce f: X — Y je bijekcs, pokud f je zaroveii prosta a na.

Prosta funkce tedy nabyva kazdé hodnoty nejvyse jednou, tj. neplati pro ni z # y a zaroven f(z) =
f(y). Funkce, kterd je na, pak kazdé hodnoty nabyvé alespoil jednou, tj. ,vyderpa“ celé Y. Zkracens
mtizeme zapisovat, Ze Rng(f) = Y. Bijekce je pak spojeni obou, tedy kazdé hodnoty z Y se nabude

jednoznac¢né dvojice mezi X a Y.

A jak budeme tyto vlastnosti vyuzivat v tlohach? Pokud o funkci vime, Ze je prostd, mizeme tak
snadno z rovnosti funkénich hodnot odvodit rovnost argumentti. Je-li funkce na, mizeme provadét slozi-
t&j8i substituce, které by jinak nebyly korektni (viz tloha 8). Bijekce spojuje obé tyto vyhody.

Nasledujici ulohy v sobé nenesou néjak hluboké myslenky, maji pouze demonstrovat to, jak se s pravé
zavedenymi pojmy pracuje a co z nich lze v tloze vytézit.

Uloha 16. Najdéte viechny bijekce f:R — R vyhovujici pro kazdé z,y € R rovnici
1@+ 1(rw) = 170 @) +1@)).
Reseni. Bud f fesenim zadané rovnice. Protoze f je prost4, musi platit

f@)+ f(F ) = f(f(@) + f(y).

Protoze f je navic na, pro kazdé z € R existuje y € R tak, ze z = f(y). Mizeme tedy provést substituci
z = f(y). Plati tedy

f@)+ f(2) = f(f(@)) + =

Ze stejného diivodu existuje zg € R, ze f(zo) = 0. Odsud dostavame f(z) = f(0) + z, tj. f(z) =z +c.
Zkouskou se presvédéime, ze tato funkce vyhovuje pro kazdé ¢ € R. ]

Cviceni 9. Najdéte vSechny prosté funkce f:R — R spliiujici pro kazdé z,y € R

F(f(@) +y) = f(22°) + 4f (x)y + 20°.
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Nasledujici uloha se od ostatnich 1isi. VSimnéme si, Ze nebudeme Fesit funkcionélni rovnici, ale rovnici
obycejnou.

Uloha 17. Funkee f:R — R splituje rovnici f(f(z)) = = + f(z) pro kazdé z € R. Najdéte viechna
fefeni rovnice f(f(z)) = 0.

Resend. Zadanou rovnost si upravme na f(f(z)) — f(z) = 2. Pokud je nyni f(z) = f(y), pak

a f je prostd. Dosadime-li do zadéni z = 0, ziskdme f(f(0)) = f(0) a z prostoty plati f(0) = 0.

Obdrzeli jsme tak i platnost f(f(0)) = 0. Nyni pokud existuje jesté néjaké feseni f(f(z)) = 0, pak

F(f(@)) = f(f(0)) = f(0) a x =0. Tedy jedinym Fesenim je z = 0. O
Nasledujici definice klasifikuje funkce podle jejich pribéhu, jiz samotné pojmenovani je vymluvné.

Definice. Rekneme, Ze funkce f je rostouct, resp. klesajici na svém definiénim oboru, pokud pro kazdé
z,y € Dom(f) plati

r<y = f(z)<fy), resp. z<y = f(z)>f(y)

Zcela analogicky se definuji neostré verse, hovorime pak o funkci neklesagict, resp. nerostouci. Spliuje-
li néjaka funkce jednu z téchto charakteristik, nazveme ji obecné monotonni.
Uvédomme si, ze je-li funkce rostouci, nebo klesajici, pak je jiz prosta.

Cviceni 10. Najdéte vSechny neklesajici funkce f: R — R spliiujici pro vSechna redlnd x
f(f(2) ==

Nasledujici tloha neni o aplikaci néjaké metody pro feseni rovnic, jde o konstrukéni alohu k zamysleni
o monoténnich funkcich. Poznamenejme jesté kratce, ze ,,0¢ znaci skladani funkci, se kterym se neustéale
setkévdme v tlohach, tj. (f o g)(z) = f(g(z)), a aby mélo sloZeni smysl, musi byt Rng(g) C Dom(f).
Uloha 18. Najdéte piiklady redlnych funkci f a g takovych, Ze g o f je rostouci a f o g je klesajici.
Reseni. Rozdélme Ra' na intervaly Io = (0,1) a I,, = (2"71,2") pron = 1,2,... a definujme pro z € I,
f(z) = (=1)"z. Pro & < 0 polozme f(z) = f(—=z). PoloZzme nyni g(z) = 2f(x) pro kazdé x € R.

Uké4zeme, Ze takto zadané funkce maji pozadovanou vlastnost. Bud = € R libovolné, najdeme n € N
tak, ze x € I,,, nebo —x € I,,. Pak 2x € I,,41, nebo —2x € [,,11 a

9(f(@)) = 2f(f(2)) =2((-1)")*x = 2z,
fg(2)) = 9(2f(2)) = 2(-1)"*(-1)" = —2z

pricemz zfejmé 2z je rostouci a —2x klesajici. ]
Definice. Rekneme, e funkce f je periodicka s periodou p, pokud pro kazdé x € Dom(f) plati

z+p€Dom(f) a f(z)=f(z+Dp).

Ztejmé plati tvrzeni, ze je-li funkce periodicka pro vSechny délky period, pak je jiz nutné konstantni.
Obdobné je-li funkce monoténni a periodicka, musi byt konstantni.

Nasledujici definice spojitosti neni elementarni, 1ze se vSak s timto pojmem setkat v nékterych sou-
tézich ¢i textech, a proto ji pro uplnost uvedeme také. V tlohéch vsak spojitost pouzivat nebudeme.
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Definice. Rekneme, e funkce f je spojitd v bodé a € Dom(f), pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0,
ze plati

z€(a-6a+6) = f(x)€ (fla)—e, fa)+e¢).
Rekneme, 7e f je spojita, pokud je spojitd v kazdém bodé Dom(f).

Definice. Bud f: X — Y prosta funkce. Rekneme, ze f~1:Y — X je inverzni funkei k f pokud pro
vSechna y € Y a z € X plati

Ty =2 & fl) =y

Uloha 19. Najdéte viechny rostouci funkce f:R — R splitujici pro kazdé = € R rovnici

Jw)+ M) =2,

kde f~1 je inverzni funkce k f.

Reseni. Ziejmé f(z) = x + d je FeSenim zadané rovnice, protoze f~1(z) = z — d. Ozna¢me si nyni Sy
mnozinu téch bodi x, kde f(x) = x+d. Nasim cilem bude ukazat, Ze pokud je Sy neprazdnd, pak S; = R.
Ukazme nejprve, ze pokud x € Sy, pak také x + d € Sy. Protoze f(z) = v +d a f~(x + d) = =z, plati
flx+d)=x+2d az+de Sy Indukei tak dostédvame, Ze vSechna ¢isla z + kd € Sy pro k € Z.
Ukazme nyni, Ze pokud je Sy neprazdné, pak Sy je prazdné pro d’ < d. Presné&ji dokdZeme, Ze je-li
T € Sqa
ye{z+k(d—d)z+ (k+1)(d—d))

pro né&jaké k € Z, pak y ¢ Sy . Pro spor piedpokladejme, ze x € Sq, y € Sw az+ k(d—d') <y <
x + (k+1)(d — d’) pro n&jaké k € Z. Upravme nejprve nerovnost do tvaru

v+ kd<y+kd <z+(k+1)d—d.
Protoze je f rostouci, musi platit
2+ (k+1)d=f(z+kd) < fly—kd)=y— (k+1)d

neboli y > z + (k+1)(d — d'), coz je spor. Obdobna tGvaha plati pro Sy a Sy, kde d’ > d, nebot role d a
d’ jsou zaménitelné. Protoze kazdé z € R patii do Sy pro né&jaké d a pouze jedna z téchto mnoZin muze
byt neprazdnd, musi platit f(z) =z +d, z € R, d € R. O

Cauchyho rovnice

Vratme se nyni k jiz zminované tloze 2. Vybaveni novymi poznatky mtzeme tuto tlohu vyfesit, pokud
pridame dalsi predpoklady pro funkci f. M4 jisté smysl se tazat, k ¢emu je to dobré, Cauchyho rovnici
prece na zadné soutézi resit nedostaneme. Krom toho, zZe si béhem reseni ukazeme nové metody, vyfidime
Cauchyho problém jednou pro vzdy a muzeme si dovolit odkazovat se na néj jako na znamé tvrzeni.
V nékterych tlohach se nam totiz mize stat Ze ukézeme, Ze hledanad funkce musi spliovat Cauchyho
rovnici (nebo rovnici podobného typu). Pokud navic mame o nasi funkei dal$i rozumné predpoklady
nemusime se s fesenim déle zdrzovat. Byl by vSak podvod neseznamit se se znamym tvrzenim.
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Uloha 2. Najdéte viechny rostouci funkce f:R — R spliiujici pro viechna z,y € R rovnici
fla+y) = flx)+ fy)

Jiz vime, Ze pro FeSeni musi platit f(z) = f(1)x pro v8echna racionélni ¢isla. Ukdzeme, ze mé-li navic
feSeni spliiovat jednu z nasledujicich podminek, pak f(z) = f(1)z pro vSechna z € R.

e f je monoténni na néjakém intervalu,

e f je omezend na néjakém intervalu,

e f je kladna pro 2 > 0,

e f je v néjakém bodé spojita.
Resend. (Pro monotonii). Oznaéme si f(1) = c a pfedpokladejme, Ze ¢ > 0, tj. f bude rostouci (v opaé-
ném pripadé bychom pracovali s rostouci funkei — f). Chceme ukézat, ze f(x) = cx pro kazdé x € R. Pro
spor piedpokladejme, Ze existuje takové = € R, Ze f(z) > cx. VyuZijeme té vlastnosti racionalnich ¢isel,

ze mezi kazdymi dvéma riznymi redlnymi ¢isly je alespon jedno raciondlni. Existuje tedy ¢ € Q tak, ze
f(z)/c > g > x neboli f(z) > cqg > cx. Musi tedy platit

cg< f@)=flz—q+q)=flx—q) + flg) <0+ f(q) = cq,

kde posledni odhad jsme dostali z platnosti z — ¢ < 0 = f(x — ¢) < f(0). Dostali jsme, Ze cq < cg, coz
je spor. Zcela obdobné se ukaze, ze pro zadné = € R neplati f(z) < cz, a jsme hotovi. |

Resend. (Pro omezenost). Ptedpokladejme, Ze f je omezena na intervalu {(a,b), a to konstantou K > 0.
Nejprve ukazme, ze vSechny body [z + np, f(z 4+ np)|, kde n € Z a p € R, leZi na piimce v roviné tvofené
osami Oz a Oy. Protoze vSechna ¢isla = +np jsou od sebe vzdélena konstantné p, sta¢i ukazat, ze f(z+p)
lezi presné mezi f(z) a f(x + 2p), tj. Ze 2f(z + p) = f(x) + f(z + 2p), coz v8ak plyne z rovnosti

f(@) + f(z+2p) = f(2z +2p) = 2f(x + p).

Funkéni hodnoty f jsou tedy rozdéleny podle toho, na které pfimce lezi. Pro spor pfedpokladejme, ze
existuje vice takovych piimek, tedy existuje z € R takové, Ze [z, f(z)] lezi na pFimce neobsahujici bod
[a, f(a)]. Pfedpokladejme navic, Ze pfimka piislusnd x lezi nad pfimkou pfislusnou a. Pomoci Cauchyovy
metody jsme odvodili, Ze pro kazdé ¢ € Q plati f(gx) = qf(z), tedy na ndmi zvolené piimce lezi i vSechny
raciondlni nasobky z.
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Nyni stadi zvolit ¢ tak blizko a/z, aby pfimka prochéazejici [a, f(a)] a [gz, f(gz)] byla dostateéné strma
na to, aby pro né&jaké n € N uz bylo f(a + n(qz — a)) > K, coZ je spor. O

Resend. (Pro nezépornost). Postup je velmi podobny piedchozimu. Pokud existuji dvé riizné piimky,
najdeme tieti, ktera bude klesat, az se nékde nabude zaporné hodnoty. d

Resend. (Pro spojitost). Je-li funkee spojita v bodé a € R, pak volbou € = 1 dostavame § > 0 tak, ze
plati z € (a —d,a + ) = f(a) =1 < f(z) < f(a) + 1, tj. f je na (x — 6,z + &) omezend a lze se odkdzat
na feSeni pro omezenost. O

Z téchto Teseni je dobré si zapamatovat principy, které jsme pouzili. Zvlasté pak tvahy z feSeni pro
monotonii jsou dobie aplikovatelné i na jiné, podobné tlohy.

Uloha 20. Naleznéte viechny funkce f:R — R splitujici pro viechny dvojice =,y € R rovnici
f@+y)+ (@) fly) = flzy) + f(@) + F ).

Resgeni. Konstantni funkce f(z) =0 a f(z) = 2, x € R jsou zfejmé fesenim zadané rovnice. Bud nyni f
nekonstantni feseni. Pouzijme nyni nékolik jednoduchych dosazeni.

[z,0] : f@)+ f(2)£(0) = f(0) + f (=) + £(0).
ProtoZe f je nekonstantni, musi byt f(0) = 0. Déle
[z,1] : fla+1) = f(2)(2 - f() + £(1).

Po dosazeni & = 1 do tohoto vztahu vyjadiime f(2) = c¢f(1), kde ¢ = 3 — f(1) je konstanta. Vsimnéme
si, ze ¢ # 1, jinak by dle pfedchozi rovnosti byla f konstantni. Nyni dvéma zptusoby vyjadiime hodnotu
z + 2 pomoci dvou vhodnych dosazeni.

[z +1,1]: f@+2) = flz+1)(2— f(1)) + f(1),
[z,2] : f(@+2) = f(2z) + f(@)(1 - f(2)) + f(2).

Vyrazy napravo upravime pomoci pfedchozich vztaht tak, aby obsahovaly pouze f(z) a f(2z).

fla+2) = f(@)(2- F))* + £(2),
Fla+2) = f22) + f@)(1 - £(2)) + f(2).

Nyni mame rovnice pripravené na odecteni, tj.
F(22) = f(@) (2= F1)” = F@) (1= £(2)) = ef (@)-

Odsud mimo jiné vidime, ze ¢ # 0. Nyni provedeme posledni dosazeni. Vyuzijeme zde pravé objeveného
vztahu a toho, Ze f(4x) = 2 f(x).

2. 24) : of @ +9)+ L @) () = @y) + cf (@) + e/ (v)
Po zkraceni ¢ # 0 a ode¢tenim od zadané rovnice dostédvame
(c=Df(@)f(y) = (c—1)f(zy).

Protoze ¢ # 1, dostavame, Ze f musi splifovat f(zy) = f(z)f(y) a f(z +y) = f(z) + f(y).
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Uzitim matematické indukce se snadno ukédze, ze f(z) = x pro vSechna z € Q. Nyni pouzijeme
standardni obrat pro rozsifeni na celé R. Vime, Ze f(—2z) = —f(z), a dosazenim y = —z do ptivodni
rovnice dostaneme, ze f2(x) = f(2?), tj. f > 0, kdykoliv z > 0. Pfedpokladejme nyni, 7e existuje z € R
tak, ze f(z) < x. Najdeme proto ¢ € Q tak, Ze f(z) < ¢ < z. Potom plati

q> flx)=flx—q)+ flg) > fl@) = ¢,

coz je spor. Obdobné se ukaze, Ze neexistuje z € R spliiujici opa¢nou ostrou nerovnost. Dokézali jsme
tedy, ze f(z) = x pro vSechna z € R. Zkouska ukaze, Ze tato funkce spolu s obéma konstantami 0 a 2
jsou Fesenim zadané rovnice. ]

Nyni miiZzeme snadno vyfesit podobné tlohy s vyuzitim znalosti o Cauchyové rovnici.

Uloha 21. Najdéte viechny rostouci funkce f:R — R* spliiujici pro viechna z,y € R

f+y) = f@)f(y)

Reseni. Bud f fesenim zadané rovnice. Uvazujme funkci g: R — R zadanou predpisem g(z) = log f(x).
Protoze f je rostouci, také g je rostouci. Navic g spliuje Cauchyovu rovnici. Z predchoziho vime, ze
vSechna rostouci Feseni Cauchyovy rovnice jsou tvaru g(z) = cx, kde ¢ > 0. Odsud snadno cz = log f(z)
a f(xz) = a*, kde a > 1. Zkouskou snadno ovéfime, Ze tyto funkce skuteéné vyhovuji. ]

Uloha 22. Najdéte viechny rostouci funkce f: R+ — R splitujici pro viechna z,y € R

flzy) = f(2) + f(y).

Reseni. Bud f feSenim. Pracujme s funkci g:R — R, g(z) = f(a®), kde a > 1. Potom g je jisté rostouci
a Fesi Cauchyovu rovnici, tedy cz = f(a”), ¢ > 0. Odtud f(z) = log,(z) pro vhodnou konstantu b > 1.
Zkouska ukaze, ze tato feSeni vyhovuji zadani. d

CviCeni 11. Najdéte viechny rostouci funkce f:RT — R* spliiujici pro vsechna z,y € Rt

flzy) = f(2)f(y).

Reseni vybranych obtiznych tloh

V nasledujici sekci se nebudeme obecné vénovat zadnym dalsim metodam, v kazdé tloze se vsak objevuje
néjaky novy trik, ktery stoji za to si predvést a zapamatovat.

Uloha 23. Nejdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro véechna x,y, z € R nerovnost

> =

SH@w) + 5 (@) — F@)f(v2) 2

Resgeni. Dosadime-li [1,1,1], dostaneme, 7e

fa) == ti. 0> (f(l)_l){

1
1’
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odkud f(1) = 1/2. Stejné se ukéze, ze f(0) = 1/2.
Dosazenim [z,1,1] a [z,0,0] obdrzime

1 1 1 1
5f(1)+ 5f(1) - §f(L) > T
1 1 1 1
5f(0) + 5f(0) —5fl@) =7

Upravou prvni rovnice mame f(z) > 1/2 pro viechna z € R, z druhé pak opaénou nerovnost. Zkouska
ukéze, ze f(x) = 1/2 je skute¢né feSenim na R. O

Uloha 24. Najdéte vsechny funkce f:R — R splitujici pro véechna z,y € R

f@)+ fy) = f(f@)f(y)-

Resgeni. Piedpokladejme, 7e f fesi tilohu, a oznaéme si M = f[R] = Rng(f). Ze zadani plyne, %e pokud
re€Maye M, pakiz+y € M aindukei i nz € M pro vSechna n € N. Bud nyni y € M libovolné. Dle
pozorovani existuji realna cisla a, b a ¢ takova, ze

fla)=y, fb)=2y a f(c)=4y.

Nyni, pokud dosadime do zadané rovnice

[a,d] : 5y = f(a) + f(c) = [(f(a)f(c)) = F(49°),
[b, 0] : 4y = f(b) + f(b) = F(F(D)F (b)) = F(49),

odkud ihned mame 4y = 5y a y = 0. Celkem tedy M = {0} a f(z) = 0 pro vSechna z, o ¢emZ se
presvédéime zkouskou. |

Uloha 25. Najdéte viechny funkce f:R — R splitujici pro viechna z,y € R
Faf@) + f) =y + ().
Reseni. Bud f feSenim tlohy. Dosazenim [0,y] dostévéme, Ze f(f(y)) =y -+ f2(0). Prava strana je na,

totéz musi platit i pro levou. Existuje tedy t € R takové, Ze f(t) = 0. Dosazenim [t, y] ziskdme f(f(y)) =y
a dosazenim [0,t] dostaneme f(0) =t + f2(0). Celkem tedy

t=f(f(t) = £(0) =t + f*(0)

a f(0) = 0. Navic pokud f(z) = f(y), pak

a f je bijekce. Dosazeni [f(z),y] dava
f(f @)+ fy) =y + 22,

odkud porovnanim se zadanou rovnici dostaneme f2(z) = 22 pro kazdé z € R. Nyni médme dvé moznosti,
f(1) = +1. Dosazenim [1,y| dostaneme

f(E14+f(y) =y +1,



22 Vit Musil

navic jsme pouzili takt, ze pokud f(1) = —1, pak f(—1) = 1, protoze f musi byt prostd. Umocnénim
predchozi rovnosti na druhou dostavame

L+ 2y +y? = (1L4+9)° = FP(£1+10) = (£ 1+ f@)" = 1£2f() +9*,
odkud p¥imo plyne, Ze f(z) = x nebo f(x) = —z. Zkouska ukaze, Ze obé FeSeni vyhovuji. O
Cvieni 12. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechny dvojice z,y € R
F@+ 1) =y + f2(a).
Uloha 26. Naleznéte viechny monoténni funkce f: RT — R+ vyhovujici pro viechna z,y € Rt rovnici

fans (12) 1.

Reseni. Bud f fesenim zadané rovnice. Uréeme nejprve hodnotu f(1).
[1,2] : f@)f(f(@) =1,
[F(£(@), f(@)] FF(F@) @) F1) =1,

odkud f(1) =1, jelikoz Rng(f) C R*. Pfedpokladejme nyni, Ze f nabyva jednicky pro néjaké ¢t € RT a
t # 1. Potom po dosazeni [z,t] a [z,1] mame

1 1
f@f(3) =1=1@f(3) a J@)=fab),
Postupnym dosazovanim x = ...t 3,¢72 ¢71 1,¢,¢2,¢3,... dostaneme

= (w5) =1 (5) =1 (3) = 1= 10 =10 = 1) = 1) =

ProtoZe f musi byt monoténni a pro kazdé m € Z je f(t™) = 1, musi jiz byt f(z) = 1 pro vSechna
x € RT. Kdyby totiz existovalo ¢islo y tak, Ze f(y) # 1, pak bychom k nému nasli m € Z takové, ze
y € [t™,t™F1], resp. y € [t™+1,¢™] pro t < 1. Ovem v krajnich bodech tohoto intervalu obsahujiciho y
nabyva f jedné, a proto f(y) =1, coz je spor.

Nyni necht f(z) nenabyva jednicky jinde neZ pro x = 1. Pak volme substituci

[f (), 2] : 1= f(af(@)f(Q) = f(zf(2)).

Odtud jiz musi platit f(z) = 1/x pro kazdé = € R. Zkouskou se pfesvédéime, ze funkce f(z) = 1/z a
f(z) =1 vyhovuji zadani. O

Uloha 27. Najdéte viechny funkce f:R* — R splitujici pro viechna z,y € R
f(f(@)) +af(z) =bla+ bz,

kde a,b jsou kladné redlné konstanty.

Reseni. Protoe znédme vztah z, f(z) a f(f(z)) a obor hodnot je omezeny, miizeme s vyhodou pouzit
rekurentni vztahy. Zvolme z¢ > 0 libovolné a definujme rekurentni posloupnost z,, = f(z,—_1) pron € N.
Ze zadéani vime, ze {x,}22, musi splilovat

Tp42 = —ATp41 + b(a + b)In
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pro kazdé n € NU {0}. Resenim této diferen¢ni rovnice je kazdé posloupnost
ZTn = 10" + co(—a —b)",

kde ¢1,¢2 € R. Navic vime, 7e 0 < 29 = ¢1 + 2 a 0 < 23 = ¢1b — ca(a + b). Odtud méme, Ze co = 0,
tedy xo = ¢1 a f(xo) = ¥1 = bcr = bxg. Protoze zo bylo na zadatku zvoleno libovolné, musi platit, ze
f(x) = bz pro kazdé = € RT, o ¢emz se presvédéime zkouskou. ]

Cvideni 13. Najdéte viechny funkce f:RT — R* splitujici pro kazdé z € R rovnici

FFf @) +4f(f(2) + f(z) = 6.

Uloha 28. Najdéte vsechny funkce f:R — R splitujici pro kazdé = € R

f(f(x)) =z2-2.

Reseni. Oznacme si funkci na pravé strané jako g. VSimnéme si, Ze g ma pravé dva pevné body, tj.
existuji dvé riznd a,b € R tak, ze g(a) = a i g(b) = b. Zobrazeni g o g mé ¢tyfi pevné body, jiz zmiflované
a,b a navic néjaké c,d € R. Nasim cilem bude ukazat, Ze neexistuje zobrazeni f takové, ze fo f = g.

Oznatme si y = g(c). Potom musi platit ¢ = g(g(c)) = g(y) ay = g(c) = g(9(y)) a y je pevnym
bodem zobrazeni g o g, musi tedy y € {a,b,c,d}. Je-li y = a, pak a = g(a) = g(y) = ¢ vede ke sporu, je-li
y = b, pak obdobné b = ¢ je sporné. Jisté y # ¢, nebot ¢ neni pevnym bodem g, a proto nutné g(c) = d a
ze stejnych divodi g(d) = ¢

Nyni z piivodni rovnice odvodme dtlezity vztah

9(f() = F((f(2))) = F(9(=),
kde prvni rovnost plyne z dosazeni f(z) za z a druhd je dosazeni levé i pravé strany do f. Nyni je-li
z € {a, b}, pak
f@)=f(9(2) = 9(f(2))
f(z) € {a,b}. Pfedpokladame-li, ze = € {c,d}, pak
f@) = f(g(9(x))) = 9(f(9(=))) = 9(9(f(x)))
f(z) € {a,b,c,d}. Sledujme nyni hodnotu f(c).

¢ Jeli f(0) =a. gl J(0) = 1(1(0) = g( ),d spor.
o Je-li f(c) =b, pak f( ( (¢)) = g(c) = d, spor.
o Je-li f(c) =c¢, pak c= f(c) (f ) ( = d, spor.

Musi tedy platit f(c) = d. Potom f(d) = f(f(c)) = g(c) =d ad = f(d) = f(f(d)) = g(d) = ¢, coz
je ve sporu s predchozim pozorovanim a funkce f spliujici zadani neexistuje. d

Uloha 29. Najdéte viechny funkce f:R — R splitujici pro viechna z,y € R rovnici

fl@+y) + f(z —y) = 2f (z) cos(y)-
Regeni. Bud f fesenim. Pak f lze zapsat jako f = g + h, kde g je sud4 funkce a h lichd. Rovnice pak
ptejde do tvaru (1). Dosazenim [—z, —y] pak obdrzime tvar (2).
9(x +y) + gz —y) + h(z +y) + h(z — y) = 2(g(z) + h(x)) cos(y) (1)
—g(z+y) — gz —y) + h(z +y) + h(z —y) = 2( - g(2) + h(z)) cos(y) (2)
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Sectenim, resp. ode¢tenim obou rovnic dostavame presné tvar pivodni rovnice pro funkci h, resp. g.
Resme tedy ptivodni rovnici za piedpokladu, ze f je suda, resp. lich4.
Je-li f sudd, pak dosazenim [0, z] ziskdme

f(@) + f(—x) = 2f(0) cos(z),

tedy f(z) = f(0)cos(z). Je-li f lich4, pak nejprve dosadme [z, 7/2] a potom [7/2, z].

[z, 7/2] : f(x-‘rg)-‘rf(:y—g)zo,
[7/2,2] : f(g +I) +f<g 7x) = 2f<g> cos(x).

Dosazenim prvniho vztahu do druhého a pouzitim lichosti f dostavame

f(x + g) = f(g) cos(z),

odkud f(z) = f(7/2)sin(z). Funkce f tak musi byt tvaru f(z) = asin(z) + bcos(z) pro vSechna x € R.
Zkouskou se presvédc¢ime, ze tomu tak je pro libovolna a,b € R. ]
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Metody reseni

je Casto tfeba kombinovat nékolik pFistupii, s naroc¢nosti tloh jejich pocet roste. Presto se pokusim na
tomto misté uvést co nejvice metod pouzivanych pro feSeni funkciondlnich rovnic, sefazenych zhruba
podle frekvence vyskytu v tlohach.

e Dosazovani hodnot do rovnice. Nejcastéji dosazujeme konstanty, pozdéji takové vyrazy, abychom
dostali nékteré ¢asti vyrazi konstantni. Napiiklad vyskytuje-li se ve vyrazu f(z + y) a zndme
hodnotu f(0), volime substituci [z, —x] atp. S obtiznéjsimi piiklady jsou substituce méné ziejmé
a vyzaduji jistou zkuSenost a cvik. (Ulohy 5-10)

e Symetrické vyrazy a vytvofeni soustavy rovnic. Nékteré rovnice mohou mit bud rovnou, nebo
po jednoduché upravé jednu stranu symetrickou, tj. vyraz na jedné strané se po zaméné = a y
nezméni. TotéZ tedy musi platit i na strané druhé, odkud mtizeme obdrzet novy vztah. (Uloha 13,
14) Vhodnym dosazovanim rovné miizeme vytvoiit soustavu rovnic, a tu pak vy¥esit. (Uloha 10,
12)

e Pouziti matematické indukce. Nejprve nalezneme hodnoty pro f(n), n € N, zavislé pouze na f(1).
Posléze najdeme hodnoty f(1/n) a f(gq), kde ¢ € Q. Tato metoda je vhodna pro funkce definované
na @Q nebo realné funkce s omezujici podminkou. (Uloha 1, 2, 15, 20)

e Vysetieni, zda je funkce prostd, pripadné na. V mnoha pfipadech neni obtiZzné tyto vlastnosti
dokézat, aviak uzitek z nich je velky. (Uloha 16, 25)

e Uziti Cauchyovy rovnice a rovnic podobného typu. Pomoci néjaké substituce miizeme rovnici
pievést na Cauchyovu rovnici nebo rovnice podobné, jejichz feseni jiz zname. (Uloha 21, 22)

e Monotonie a spojitost. Tyto podminky jsou ¢asto dany pro zjednodusSeni tlohy jako dodatecné
podminky pro jednoznaénost feseni. (Uloha 2)

e Predpokladat, ze funkce je v néjakém bodé vétsi ¢i mensi nez hodnota funkce, o které chceme
dokézat, Ze je fesenim. (Uloha 2, 20)

e Zabyvat se mnozinou bodt, kde se hledana funkce shoduje s pfedpokladanym FeSenim. Cilem je
ukézat, Ze tato mnozina je cely defini¢ni obor. (Uloha 19)

e Zapsat f jako soucet sudé a liché. Tento soucet vzdy existuje a vynutime si jim alespornl néjaké
vlastnosti, pokud o f nevime nic. (Uloha 29)

e Vytvafeni rekurentnich posloupnosti. Hodi se zejména pro ty tlohy, kde zndme vztah mezi z, f(z)
a f(f(z)) a obor hodnot je n&jak omezen. (Uloha 27)

e Hled4ni pevnych a nulovych boda funkce. Pevny bod funkce f je takové z, pro které plati f(z) = x.

e Uhodnout feSeni. Podle znamého Feseni se snaze voli substituce a mtzeme tusit, které vlastnosti
piijdou dokéazat. (Uloha 8)

e Nikdy nezapomenout na zkousku!
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Shirka uloh

V tuto chvili jiz mame dostateény aparat na vyreseni vétsiny tloh z funkcionalnich rovnic, a proto na
tomto misté vyklad ukonc¢ime. Dalsi rady nemohou nahradit vlastni zkuSenost s FeSenim problému. Pro
zaziti naucenych metod je nyni dilezité samostatné fesit nezndmé problémy, byt se ndm nékdy nepodaii
feSeni nalézt.

Nasledujici sbirka tloh obsahuje vétSinu znamych piikladi z narodnich a mezinarodnich soutézi,
navic obsahuje mnoho tloh zadanych v Matematickém korespondenénim seminari (MKS). K tloham
neuvadim vzorova feSeni ani navody, na konci textu je vsak mozné najit vysledky. U vétsiny uloh je
uvedena soutéz, ze které jsou prevzaty, feseni je tedy mozné najit na strankach soutézi, MKS, ptipadné
na féru [AoPS]. Ulohy jsou pro piehlednost sefazeny podle zdroje. Nékteré z tiloh, které se vyskytuji
v textu, jsou ve sbirce pro uplnost znovu uvedeny s odkazem na feSeni v textu.

Student, jenz zvladne vyfesit vétsinu téchto tloh, by mél byt velmi dobfe pripraven na feseni funk-
cionalnich rovnic, které se mohou vyskytnout v matematické olympiadé, korespondencénich seminarich a
dalsich soutézich.

IMO

Uloha 30. Budte f a g realné funkce spliujici
@ +y)+ flx—y) =2f(2)g(y),
funkce f neni identicky rovnd nule a |f(z)| < 1 pro vSechna z € R. Dokazte, ze |g(x)| < 1 pro vSechna

z €R. (IMO 1972-5)

Uloha 31. Bud f realna funkce takové, ze pro kazda x, y realna plati

flay+z+y) = flay) + f(@) + f(y)-

Dokazte, ze pak f spliuje Cauchyho rovnici. (IMO shortlist 1979-26)
Uloha 32. Najdéte viechny funkce f:Q — Q, pro které plati f(1) = 2 a pro kazd4 =,y € Q

flzy) = f@)f(y) - flz+y) + 1.

(Cviceni 8; IMO 1980-4)
Uloha 33. Najdéte viechny funkce f: Ry — R{ splitujici f(2) =0, f(x) # 0 pro 0 < z < 2 a pro kazda
I’ y
flaf)fly) = fz+y).
(IMO 1986-5)

Uloha 34. Zkonstruujte funkei f: Qt — Q% vyhovujici funkcionalni rovnici

/(=)

flafy) = y
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pro viechna x,y € Qt. (IMO 1990-4)

Uloha 35. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro viechny dvojice z,y € R

F@®+ f(9) =y + ().
(Cuicent 12; IMO 1992-2)
Uloha 36. Najdéte vsechny funkce f:R* — R splitujici pro viechna z,y € R
F(f(@) +af(z) =b(a+b)z,
kde a, b jsou kladné realné konstanty. (Uloha 27, str. 22; IMO shortlist 1992-A2)
Uloha 37. Najdéte vsechny funkce f:(—1,00) = (—1,00) spliiujici

Q) f(z+ fly) +2f(y)) =y + f(z) + yf(z) pro viechna z,y € (—1,00),

(ii) f(z)/x je rostouci na kazdém z intervalt (—1,0), (0, c0).
(IMO 1994-5)

Uloha 38. Bud f:R — R funkce splitujici |f(z)| < 1 a

1 1 1
f<x+£> +f(x):f<x+ 6) +f<x+ ?>
pro vSechna z € R. Dokazte, Ze f je periodicka. (IMO shortlist 1996-A7)
Uloha 39. Najdéte viechny realné funkee spliujici pro kazda z, y rovnici
fla=fw) =f(f®) +afly) + fl) - 1.
(IMO 1999-5)
Uloha 40. Najdéte viechny dvojice realngch funkei f a g splitujici pro kazda z, y
fla+9) =2f(y) —yf(@) + g(@).
(IMO shortlist 2000-A3)
Uloha 41. Naleznéte viechny funkce f:R — R splitujici pro viechna z,y,u,v € R vztah
(f@) + @) (f(w) + f(v)) = flau—yv) + fzv+yu).
(IMO 2002-4)
Uloha 42. Najdéte viechny realné funkece spliiujici pro kazda z, y rovnici
F(f@)+y) =22+ f(f(y) - o).
(IMO shortlist 2002-A1)
Uloha 43. Najdéte viechny funkce f:RT — R* splitujici

(i) fleyz) + f(2) + fv) + f(2) = F(Vay) f(Vy2) F(Vaz),

(i) f(z) < f(y) pro vechna 1 < z < y.
(IMO shortlist 2003-A5)
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Uloha 44. Najdéte viechny funkce f: Rt — R* takové, Ze pro kazdou &tvefici z,y, 2z, w € R splitujici

zw = yz plati
F2(w)+ f2(z) _ w?+2?
)+ 1) 2+ 22

(IMO 2008-4)
Uloha 45. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro kazda x, y rovnici
flzf@+y) = f(yf(x)) +2°

(IMO shortlist 2009-A7)

Uloha 46. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro kazda x, y rovnici

kde |x] zna¢i nejvétsi piirozené &islo, které neni vétsi nez x. (IMO 2010-1)
Uloha 47. Necht funkce f:R — R spliiuje pro viechna realna z a y rovnici
fl@+y) <yf(e)+ f(f(2))

Dokazte, ze f(z) =0 pro z <O0. (IMO 2011-3)

Dalsi mezindrodni soutéze

Uloha 48. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechny dvojice realngch éisel z, y
2o+ xy) = 2f (@) + F(22) f ().
(MEMO 2008)
Uloha 49. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechny dvojice realnych éisel z, y
F(@f @) + F(f@) + F (@) = yf (@) + (@ + f().
(MEMO 2009)
Uloha 50. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechny dvojice reélnych &isel z, y
fe+y)+ @) f) = flzy) + y+ D f (@) + (@ +1)f(y).
(MEMO 2010)
Uloha 51. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechny dvojice reélnych &isel z, y
v f(@) + 2 f(y) + oy = ayfe+y) +a® +y°
(MEMO 2011)
Uloha 52. Najdéte viechny rostouci funkce f:R — R splitujici pro kazdé = € R rovnici
f@)+ @) = 22,

kde f~1 je inverzni funkce k f. (Uloha 19, str. 17; APMO 1989)
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Uloha 53. Najdéte viechny redlné funkce, pro které plati nasledujici podminky.
(i) Mnozina {z € R; f(z) = 0} je konec¢na,
(ii) pro vSechny dvojice redlnych ¢&isel z a y plati
fat +y) =2 f2) + F(f(y))-
(APMO 2002-5)
Uloha 54. Najdéte viechny redlné funkce, pro které plati nasledujici podminky.
(i) Existuje redlné ¢islo M takové, ze f(x) < M pro vSechna = € R,

(ii) pro kazdé z, y plati funkciondlni rovnice f(xf(y)) + yf(x) = xf(y) + f(ay).
(iKS 2011, APMO 2011)

Uloha 55. Najdéte vsechny funkce f:R — R splitujici pro véechna z,y € R
f@)+ fy) = fF(f@)f(y)-

(Uloha 24, str. 21; Baltic Way 1998-7)

Uloha 56. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechny dvojice reélnych &isel z, y
F@®) + fxy) = f(@)f(y) +yf(2) +fz+y).
(Baltic Way 2010-5)
Uloha 57. Bud f reélna funkce splitujici pro viechna z € R rovnici
f(f(L)) =2 —z+1.

Uréete hodnotu f(0). (Baltic Way 2011-6)

Uloha 58. Najdéte piiklady redlnych funkci f a g takovych, Ze g o f je rostouci a f o g je klesajici.
(Uloha 18, str. 16; RMMS 2011-1)

Uloha 59. Najdéte viechny funkce f: Rt — R* splitujici pro kazda x,y € Rt rovnici
(+yf(@)A-yfl@+y) =1
(Uloha 14, str. 12; CPSM 2009-1)
Uloha 60. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechna realna x, y
F(@f@) + 1) = @)+,
(Uloha 25, str. 21; BMO 1997-4, BMO 2000-1)

Narodni soutéze
Uloha 61. Najdéte viechny funkce f:RT — R*, které pro kazda z,y € RT vyhovuji rovnici

1

F@)f) = fw)f(=fy) + 2y

(MO 60-A-I11-6)
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Uloha 62. Najdéte viechny realné funkce spliujici pro kazda z, y rovnici
f@? =) = zf(@) —yf(y)-

(USA 2002)

Uloha 63. Uréete hodnoty realného parametru a, pro ktery existuje pravé jedna funkce f:R — R
spliujici pro vSechna z,y € R
F@® +y+ fy) = f2(2) + ay.
(Vietnam 2004 )
Uloha 64. Najdéte viechny redlné funkce splitujici pro viechna realna z, y
F(f@=y) = f@)f(y) = f@) + f(y) — 2y
(Vietnam 2005)
Uloha 65. Bud f rostouci realna funkce spliujici pro vsechna reélna z, y
fla+y) + f(f@)+ f@) = F(fl@+ f@) + [y + f(2)).
Dokaite, ze f(f(z)) = . (Irdn 1997)
Uloha 66. Najdéte viechny redlné funkce splitujici pro kazda z, y rovnici
F(f(@) +y) = f(2® —y) + 4 (@)y.

(Irdn 1999)

Uloha 67. Bud )\ > 0. Naleznéte viechny funkce f:R* — R takové, ze f(\) = 1 a pro kazda z,y € R

plati
f@rw+1(3)7(2) =2rte

(Spanélsko 2006)
Uloha 68. Naleznéte viechny funkce f:R — R splijici pro kazda x,y € R rovnici
F@® +y%) = af (@) +yf ()

(Rumunsko 2009)

Uloha 69. Naleznéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro viechny dvojice z,y € R rovnici
f@+y) + f(@)f(y) = flay) + f(@) + ().

(Uloha 20, str. 19; Bélorusko 1997)

Uloha 70. Dokazte, 7e neexistuje funkce f:R* — RT spliujici pro viechna z,y € R*
fAx) = fa+y)(f(z) +y).

(Bulharsko 1998)
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MKS

Uloha 71.

Uloha 72.

Uloha 73.

Uloha 74.

Uloha 75.

Uloha 76.

Uloha 77.

Uloha 78.

Uloha 79.

Najdéte vSechny funkce f:R — R spliujici pro vSechny dvojice realnych ¢isel x, y

yf(@) +af(y) = f(z+y).

(18-6-1)
Najdéte vsechny funkce f:R — R spliujici pro vSechny dvojice redlnych ¢isel z, y
fRr+y) = fy+a)f(z+y).
(18-6-2)
Najdéte vsechny omezené funkce f:R — R spliujici pro vSechna z,y € R
2f (= + %) = V3f(x) + cos(x) — sin(z).
(18-6-7)

Nejdéte vsechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechna x,y, z € R nerovnost

3/ @)+ 302) — J@)f ) > 1.

(Uloha 23, str. 20; 22-7-4)
Najdéte vSechny dvojice funkci f,g: R — R spliujici pro vSechna realné x, y rovnici
[z —y) = f(@)9(y) + f(y)g(2).
(22-7-5)
Najdéte vSechny rostouci funkce f: Rar — Rar takové, Ze pro vSechna x,y > 0 plati
Fyf(2)) = 2*f(ay).
(22-7-8)
Najdéte vSechny funkce f:R — R splilujici pro vSechna z,y € R
S +y) + 2@ - y) = 3f(z) — y.
(Cvicent 6; 25-4-8)
Naleznéte vSechny funkce f:R\ {0,1} — R splilujici pro « riiznd od 0 a 1
flz) + f(i) =z
11—z
(Uloha 12, str. 11; 25-4-5)

Najdéte vSechny klesajici funkce f:R — R spliujici pro vSechna z,y € R

F(fle+ W) = fla+y) — fly+ f(2)).

(25-4-8)
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Uloha 80.

Uloha 81.

Uloha 82.

Uloha 83.

Uloha 84.

Uloha 85.

Uloha 86.

Uloha 87.

Uloha 88.

Vit Musil
Naleznéte vSechny funkce f:R — R takové, ze pro vSechna realna z, y plati
fl@+y) = flz—y) =2y
(Uloha 6, str. 8; 27-7-1)
Najdéte vsechny funkce f: Rt — R* splitujici pro kazdé piipustné z rovnici
2B ) +1= zof(z)(1+ zf(z)).
(27-7-3)
Najdéte vsechny funkce f:R — R spliujici pro kazdé redlné x rovnici
f@)+zf(—x) = (1 — x)sin(z).
(27-7-5)
Naleznéte vsechny funkce f:R — R spliujici pro vSechna realna x, y
F@®+y) + f(f(2) —y) = 2f (f(x)) + 29

(Uloha 10, str. 10; 27-7-6)

Naleznéte vSechny monoténni funkce f: Rt — R* vyhovujici pro viechna z,y € RT rovnici

s (1) 1.

(Uloha 26, str. 22; 27-7-8)

Najdéte vsechny funkce f:R — R spliujici pro vSechna redlna x, y

fle+f) =2+ () + 20/ (y).

(Cviceni 3; 27-8-Ta)

Najdéte vSechny funkce f:R — R spliujici pro vSechna redlna z, y

Flz+ 1) = f2) + () + 22/ (y).
(Uloha 8, str. 9; 27-8-b)
Naleznéte vsechny funkce f:R — R spliujici pro vSechna realna x, y, z
fla+y* +2) = f(f(2) +uf(y) + f(2)-

(31-4-7)
Najdéte vsechny funkce f:R — R takové, Ze pro vSechna realnd = # 3 plati

1
EEER

F(f(@))

(31-4-8)
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Dalsi alohy
Uloha 89. Najdéte viechny realné funkce splijici pro kazda z, y rovnici

(fl+y) — I =) = F@)f@).
(Resitelsky semindy 2008)
Uloha 90. Najdéte viechny funkce f:RT — Rt splitujici pro viechna 2 € Rt
f(f(z) —z) = 6a.
Uloha 91. Najdéte viechny realné funkee spliiujici pro kazda z, y rovnici
Flz—=y)%) = f2(2) = 22 f(y) + 9>
Uloha 92. Najdéte viechny realné funkece splitujici pro kazda x # y rovnici

rz+y\ _ fl@)+fl)
f(ib‘-@/) ~ fl@) - fy)

Uloha 93. Najdéte viechny funkce f:R* — R splitujici pro vSechna z,y € R*
F(f(@) +y) = af(1+ay).

Uloha 94. Bud I = [0,1] a k € N. Najdéte vsechny funkce f:I x I — I spliiujici pro viechna z, y a z
z I nasledujici podminky.
() f(f(z,y),2) = f(z. f(y,2),
(i) f(z,1) ==, f(z,y) = f(y,2),
(i) (2, 29) = 2 f(2,).
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Ndavody ke cvi¢enim

1. f(z) = 2% dosazeni [r,0]. 2. f(¥) = z + 1; dosazeni [1,1], monosti: f(1) = —1: nem4 feseni,
f(1) =2: f(x) =z + 1. 3. f(x) = x%; Gprava na &tverec, substituce ¢ = 2 + f(y). 4. f(z) = ?; dosazeni
[z, f(x) — x?], odeéteni od ptivodni rovnice. 5. f(x) = 2z, pro x € M, f(z) = 1/x pro z € Rt \ M, kde
M CR*je hbovolna uprava na souéin; 6. f(z) = z +¢; ¢ € R; dosazeni [0,y] a [0, —y], soustava rovnic.
7. f(z) = m, dosazeni x = t+1 a z = 3 soustava rovnic. 8. f(z) =z + 1; dosazenim [1,n] méme
fn)=n+1,neN,[-1,1]a[-1,n]dd f(n) =n+1,n€Z. [1,1]a[l,m+ 2] sindukei da f(2) = 2 +1,
[m, 2] d& f(Z) = 2 + 1, rozsfieni na celé Q. 9. f(x) = 22?; dosazeni [z,0]. 10. f(z) = z; f je prosta, tj.
rostouci, f(z) 2 x vede ke sporu. 11. f(x) = ¢ ¢ > 0; substituce g(z) = log f(a”), Cauchyho rovnice.
12. f(z) = z; f je bijekce, f(0) = 0, f je rostouci, f(z) = x vede ke sporu. 13. f(z) = z; definyj
Zn = f(®n—1), To € R libovolné. Rekurentni rovnice m4 feSeni z,, = c, tedy o = f(zo).

Vysledky

30. dikaz napf. v [MKS 22-7-7]. 31. dtikaz napt. v [MR 6]. 32. f(z) =z + 1. 33. f(z) = z/(z — 2) pro
0<z <2, f(x) =0 pro x > 2. 34. konstrukce je popséna napf. v [FK 32]. 35. f(z) = z. 36. f(z) = bx.
37. f(z) = —x/(x +1). 38. f(x +1) = f(z). 39. f(z) = 1 —22/2. 40. f(z) = (cx — ?)/(1 + ¢),
f(z) = cx —c% c € R\ {-1}. 41. f(z) = 2%, f(z) = 1/2 nebo f(z) = 0. 42. f(z) = x4+ ¢, c € R.
43. f(z) =2°+27° ¢ > 0. 44. f(z) = = nebo f(x) =1/z. 45. f(x) = x nebo f(z) = —z. 46. f(z) =
nebo f(z) = ¢, 1 < ¢ <2 47. f(z) =0, z < 0. 48. f(z) = = nebo f(z) = 0. 49. f(z) = = nebo
f(x) =0.50. f(z) = 22 + z, f(r) = 3z nebo f(z) = 0. 51. f(z) =cr+1, x € R. 52. f(z) =z +¢,
ceR.53. f(z) =z. 54. f(x) =0proxz >0, f(z) = 2z pro < 0. 55. f(z) = 0. 56. f(z) = 0 nebo
f(z) =2 —x.57. f(0) = 1. 58. viz str. 16. 59. f(z) =1/(z +¢), c € RT. 60. f(z) =z nebo f(z) = —=.
61. f(x) =1+ 1/z. 62. f(z) = cz, c € R. 63. o = 2. 64. f(z) = —=. 65. Plati. 66. f(z) = 22 nebo
f(z) =0. 67. f(z) =1. 68. f(z) = azx, a € R. 69. f(z) = z nebo f(z) = 0 nebo f(x) = 2. 70. dikaz
napf. v [MR 19]. 71. f(z) = 0. 72. f(z) = 0 nebo f(z) = 1. 73. f(z) = sinz + cosz. T4. f(z) = 1/2.
75. dvojice f(x) =c, c € R, g(x) = 1/2 a f(z) = 0, g libovolna. 76. f(z) = 22 77. f(z) =2 +¢c, cER.
78. f(x) = (2% — 2 + 1)/(2x2 — 22?) 79. f neexistuje. 80. f(z) = 2%/4 + ¢, c € R. 81. f(z) = 1/a.
82. f(z) = sinz. 83. f(x) = 2% 84. f(x) = 1 nebo f(x) = 1/z. 85. f(z) = 2% 86. f(z) = 22 + ¢,
¢ € R nebo f(z) = 0. 87. f(x) = z nebo f(z) = 0. 88. f neexistuje. 89. f(z) = 0. 90. f(z) = 3z.
91. f(z) = v+ 1 nebo f(z) = z. 92. f(z) = z. 93. f(z) = 1/z. 94. f(z,y) = min(z,y) pro k = 1,
f(z,y) = zy pro k = 2, pro jind k nem4 Feseni.
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