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Vzpominam si, ze kdyz jsem poprvé stanul tvaii v tvar funkcionalni rovnici, stadhnul
jsem ocas a s pokorou se poroucel. Viibec jsem nevédél, jak se da takové zrudé dostat
na kobylku. Aby bylo jasno, funkcionalni rovnice je tieba toto: f(z+y) = f(x)+ f(y).
Ukolem je uréit véechny realné funkce f, pro které je tato rovnost splnéna, a to bez
pardénu, ¢ili pro vSechna redlnd z, y. Na jedno FeSeni pfijdeme hned, f(z) = =z,
potiZz je v tom, Ze nds zajimé, jestli neexistuji jesté néjakd dalsi feSeni. A protoze
rovnice, kde jako nezndma vystupuje funkce, trochu prekvapivé nejsou jen mucidlem
intelektudlnich olympionika, ale vyskytuji se i v praxi, obcas v zadani ulohy pribude
pozadavek (tedy vlastné omezeni), aby funkce byla spojité (o nespojitou funkci bych si
ani htil neoptel). Na spojité obludky si troufnul éacky Francouz Cauchy, jeho zptisob
boje (pro zasvécené, jen mezi nami, jde o Cauchyho metodu) bude piedveden na
prednasce.

Ve vsech tlohéch hleddme realnou funkei splitujici (ne)rovnost pro vechny redlné
hodnoty proménnych, nejprve si osahame nékteré jednoduché ulohy:

1) f(z+y) = f(y)-a”, kdea >0, a # 1.
2) flzt+y) —2f(x—y)+ f(x) —2f(y) =y — 2.
3) Je dana funkce f spojitd na intervalu (0,1) s hodnotami f( ) = f(1) =1, jez

f
pro kazda dvé ¢isla x < y z intervalu (0, 1) splituje rovnici f( Yy = %f(x) + %f(y).
Urcete f(%)

4) 5f(zy) + 5 f(2z) = f(2)f(y2) > ;-

Daéle vyfesime funkcionalni rovnici obecného tvaru f(z + y) = F(f(y),z), kde F’
je libovolna funkce dvou proménnych. VSimnéte si, Ze tento tvar ma prvni tloha.
Cauchyho metodu vylozim na feseni tloh f(x+y) = f(z)- f(y) a f(zy) = f(x)- f(y),
v obou pfipadech je f spojitd funkce. Zobecnénim predeslé tlohy je funkcionélni
rovnice f(x + y) = F(f(x), f(y)), kde F je libovolnd funkce. Prozkoumdame, jaké
podminky musi F' spliiovat, aby tato rovnice méla feSeni.



