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Co to je funkionální rovnie?

Pøesnou de�nii tohoto pojmu nejsme shopni podat. Funkionální rovnie je zhruba øeèeno rovnie,

ve které vystupuje jako hledaná neznámá nìjaká funke. Rovnie pro neznámou funki by nemìla

obsahovat derivae, integrály, : : : Èasto o hledané funki pøedpokládáme nìjaké dal¹í vlastnosti

(napø. de�nièní obor, spojitost, omezenost apod.).

Nejdùle¾itìj¹í metody øe¹ení

Základní metoda øe¹ení funkionálníh rovni je tzv. substituèní metoda. Spoèívá, øeèeno o nej-

obenìji, v následujíím postupu: Pøedpokládáme, ¾e u¾ máme nìjaké øe¹ení funkionální rovnie

a vhodnou volbou promìnnýh se sna¾íme najít expliitní tvar tohoto øe¹ení. Poté ovìøíme, zda

takto získaná funke dané funkionální rovnii skuteènì vyhovuje. Osvìtlíme si to na jednoduhém

pøíkladu: Øe¹me funkionální rovnii

f(x+ y) + 2f(x � y) � 4f(x) + xf(y) = 3y

2

� x

2

� 2xy + xy

2

;

pøièem¾ se budeme zajímat jen o taková její øe¹ení f , je¾ jsou de�nována na elé reálné ose. Pøed-

pokládejme tedy, ¾e f je jedno takové øe¹ení a oznaème f(0) = . Polo¾íme-li v zadaném vztahu

y = 0, dostaneme

�f(x) + x = �x

2

neboli

f(x) = x

2

+ x:

Dosadíme-li v získaném vztahu x = 0, dostaneme naví

f(0) = 0:

Odtud vidíme, ¾e  = 0 a tedy

f(x) = x

2

:

Z pøedpokladu, ¾e funke f øe¹í na¹i rovnii jsme odvodili, ¾e nutnì musí platit vztah f(x) = x

2

.

Teï u¾ staèí jen získaný vztah dosadit do pùvodní rovnie a ovìøit, ¾e funke f(x) = x

2

je øe¹ením

na¹í rovnie.

V pøípadì, kdy hledáme pouze spojitá øe¹ení dané rovnie, mù¾eme èasto pou¾ít tzv. Cauhyovu

metodu zalo¾enou na následujíí vìtì.

Vìta: Neh» f; g : R ! R jsou spojité funke takové, ¾e f(x) = g(x) pro ka¾dé x 2 Q. Pak f = g.
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Krou¾ek matematiky

Poznamenejme, ¾e v pøedhozí vìtì lze mno¾inu Q nahradit libovolnou jinou hustou mno¾inou (tj.

takovou, která obsahuje alespoò jeden bod v ka¾dém neprázdném otevøeném intervalu).

Pro ilustrai Cauhyovy metody si vyøe¹íme následujíí pøíklad: Najdìte v¹ehny spojité funke

de�nované na elé reálné pøíme, které vyhovují rovnii

f(x+ y) = f(x) + f(y):

Pøedpokládejme, ¾e máme jedno takové øe¹ení f(x). Pak dosazením y = 0 zjistíme, ¾e nutnì f(0) =

0. Dosazením y = �x dostáváme f(�x) = �f(x). Matematikou indukí snadno doká¾eme vztah

f(x

1

+x

2

+ � � �+x

n

) = f(x

1

)+f(x

2

)+ � � �+f(x

n

), speiálnì f(nx) = nf(x) pro ka¾dé reálné èíslo

x a pøirozené èíslo n. Oznaème si f(1) = . Pak f(n) = n pro ka¾dé pøirozené èíslo n. Jsou-li m a

n pøirozená èísla, dostáváme m = f(m) = nf(m=n), tedy f(m=n) = m=n. Vztah f(x) = x tedy

platí pro ka¾dé kladné raionální èíslo x. Díky vztahu f(0) = 0 a f(�x) = �f(x) máme platnost

vztahu f(x) = x pro ka¾dé raionální èíslo x. Uva¾ujme nyní funki g(x) = x de�novanou na elé

reálné ose. Pak f a g jsou spojité funke, které se shodují na mno¾inì Q. Podle Vìty dostáváme

f = g. Pro funki f jsme tedy odvodily vztah

f(x) = x;

který musí platit pro ka¾dé reálné èíslo x. Teï ji¾ jen ovìøíme dosazením, ¾e v¹ehny funke f

v tomto tvaru skuteènì øe¹í na¹i funkionální rovnii.

Pøíklady

Nebude-li øeèeno jinak, hledají se reálné funke de�nované na elé reálné ose. Uvedené vztahy jsou

v¾dy (pokud není uvedeno jinak) splnìny pro ka¾dé x; y 2 R.

1. pøíklad f(x+ y) + 2f(x� y)� 4f(x) + xf(y) = 3y

2

� x

2

� 2xy + xy

2

.

2. pøíklad f(x+ y) = f(y)a

x

, a > 0, a 6= 1 je parametr.

3. pøíklad f(x+ y)� 2f(x� y) + f(x)� 2f(y) = y � 2.

4. pøíklad f(x+ y) + f(x� y)� f(x) = f(y) + x� y

2

.

5. pøíklad f(x+ y) + f(x� y) = f(x) + 6xy

3

p

f(y) + x

3

.

6. pøíklad f(x+ y) + 2f(x� y) + f(x) + 2f(y) = 4x+ y.

7. pøíklad f(x+ y)� 3f(x� y) = x

2

�

f(y) + 1� y

2

=2

�

� 2f(x) + y(4x� y).

8. pøíklad f(x)f(x + y) = (f(y)

2

)(f(x � y))

2

a

y+4

, a > 0; a 6= 1 je parametr.

9. pøíklad f(x+ y) + 2f(x� y) = 3f(x)� y.
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10. pøíklad 2f(x+ y) + f(x� y) = f(x)(2a

y

+ a

�y

), a > 0; a 6= 1 je parametr.

11. pøíklad f(x+ y) + f(x� y) = 2f(x) os y.

12. pøíklad yf(x) + xf(y) = f(x+ y).

13. pøíklad f(2x+ y) = f(x+ 2y)f(x + y).

14. pøíklad f(5x) = f(�

x

) + x.

15. pøíklad f(x

2

+ f(y)) = y + (f(x))

2

.

16. pøíklad f(x� f(y)) = f(f(y)) + xf(y) + f(x)� 1.

17. pøíklad Najdìte v¹ehny funke f : R

+

! R

+

, pro které platí

(a) f(x(f(y)) = yf(x) pro v¹ehna kladná x, y,

(b) f(x)! 0 pro x!1.

18. pøíklad Najdìte v¹ehny funke f : (�1;1)! (�1;1), je¾ splòují

(a) f(x+ f(y) + xf(y)) = y + f(x) + yf(x) pro v¹ehna x; y > �1,

(b) funke f(x)=x je rostouí na (�1; 0) i na (0;1).

19. pøíklad Najdìte nìjakou funki f : Q

+

! Q

+

takovou, ¾e pro v¹ehna kladná raionální

x, y platí f(xf(y)) = f(x)=y.

20. pøíklad 2f(x+

�

6

) =

p

3f(x) + osx� sinx, f je omezená.

21. pøíklad f(x+ y) = f(x) + f(y), f je spojitá.

22. pøíklad f(x+ y) = f(x) + f(y), f je rostouí.

23. pøíklad f(x+ y) = f(x) + f(y), f je omezená na daném intervalu (a; b), a < b.

24. pøíklad f(x+ y) = f(x)f(y), f je spojitá.

25. pøíklad f(x+ y) =

f(x)f(y)

f(x)+f(y)

, f : R

+

! R

+

je spojitá, x; y > 0.

26. pøíklad f(x+ y) =

f(x)f(y)+1

f(x)+f(y)

, f : R

+

! R

+

je spojitá, x; y > 0.

27. pøíklad f(x+ y) + f(x� y) = 2(f(x) + f(y)) f , je spojitá.

28. pøíklad f(x+ y) + f(x� y) = 2f(x)f(y), f je spojitá.
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Organizátoři Kroužku matematiky

Ti přejı́

veselé Vánoce

a

št’astný Nový rok!
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