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Co to je funkcionalni rovnice?

Presnou definici tohoto pojmu nejsme schopni podat. Funkcionélni rovnice je zhruba feceno rovnice,
ve které vystupuje jako hledand nezndmé néjaké funkce. Rovnice pro nezndmou funkci by neméla
obsahovat derivace, integraly, ... Casto o hledané funkci piedpokldaddme né&jaké dalsi vlastnosti
(napf. defini¢ni obor, spojitost, omezenost apod.).
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Nejdtlezitéjsi metody reSeni
Zékladni metoda teSeni funkciondlnich rovnic je tzv. substitucni metoda. Spociva, FeCeno co nej-
obecnéji, v nasledujicim postupu: Pfedpokladdme, Ze uz mame néjaké feSeni funkcionélni rovnice
a vhodnou volbou proménnych se snaZime najit explicitni tvar tohoto FeSeni. Poté ovérime, zda
takto ziskana funkce dané funkcionalni rovnici skuteéné vyhovuje. Osvétlime si to na jednoduchém
piikladu: Redme funkcionalni rovnici

f@+y) +2f(z —y) — 4f(z) + zf(y) = 3y* — 2° — 2zy + 29°,

priemz se budeme zajimat jen o takova jeji FeSeni f, jez jsou definovina na celé redlné ose. Pred-
pokladdejme tedy, Ze f je jedno takové FeSeni a oznat¢me f(0) = c. Polozime-li v zadaném vztahu
y = 0, dostaneme

—f(x) + cx = —a?

neboli
f(z) =22 + ca.

Dosadime-li v ziskaném vztahu x = 0, dostaneme navic

Odtud vidime, Ze ¢ = 0 a tedy

7 predpokladu, 7e funkce f fei na$i rovnici jsme odvodili, Ze nutn& musi platit vztah f(z) = 2.

Ted uZ stadi jen ziskany vztah dosadit do ptivodni rovnice a ovéfit, e funkce f(x) = x2 je Fefenim
nasi rovnice.

V pripadé, kdy hleddme pouze spojitd feSeni dané rovnice, mizeme ¢asto pouzit tzv. Cauchyovu
metodu zaloZenou na nésledujici véte.

Véta: Necht f,g: R — R jsou spojité funkce takové, ze f(x) = g(x) pro kazdé z € Q. Pak f = g.



KrouZek matematiky

Poznamenejme, %e v pfedchozi véts lze mnozinu (Q nahradit libovolnou jinou hustou mnozinou (t;.
takovou, kterd obsahuje alespoii jeden bod v kaZdém neprizdném otevi¥eném intervalu).

Pro ilustraci Cauchyovy metody si vyfeSsime nésledujici priklad: Najdéte vSechny spojité funkce
definované na celé redlné primce, které vyhovuji rovnici

flz+y) = (@) + f(y)-

Predpokladdejme, ze méme jedno takové feseni f(z). Pak dosazenim y = 0 zjistime, Ze nutng f(0) =
0. Dosazenim y = —z dostavame f(—xz) = — f(x). Matematickou indukci snadno dokdZeme vztah
flxi4+zo+--+xn) = f(z1)+ f(2)+ -+ f(zn), specidlnd f(nz) = nf(z) pro kazdé redlné ¢islo
z a pfirozené ¢islo n. Oznacme si f(1) = ¢. Pak f(n) = en pro kaZdé pfirozené &islo n. Jsou-li m a
n pfirozen &isla, dostdvadme cm = f(m) = nf(m/n), tedy f(m/n) = em/n. Vztah f(z) = cx tedy
plati pro kazdé kladné raciondlni ¢islo z. Diky vztahu f(0) = 0 a f(—z) = — f(z) mame platnost
vztahu f(x) = cz pro kazdé raciondlni ¢islo z. Uvazujme nyni funkci g(xz) = z definovanou na celé
redlné ose. Pak f a g jsou spojité funkce, které se shoduji na mnoziné Q Podle Véty dostavame
f = g. Pro funkci f jsme tedy odvodily vztah

f(z) = cx,

ktery musi platit pro kazdé redlné &islo xz. Ted jiZz jen ov&fime dosazenim, Ze vSechny funkce f
v tomto tvaru skute¢né fesi nasi funkciondlni rovnici.

Piiklady

Nebude-li fe¢eno jinak, hledaji se redlné funkce definované na celé redlné ose. Uvedené vztahy jsou
vidy (pokud neni uvedeno jinak) splnény pro kazdé z,y € R.

1.piiklad  f(z +y) +2f(z — y) — 4f(z) + zf(y) = 3y> — 2% — 2zy + zy°.
2.priklad  f(z +y) = f(y)a®, a >0, a # 1 je parametr.

3.ptiklad f(z +y)—2f(z —y) + f(z) —2f(y) =y — 2.

4.ptiklad  f(z +y)+ f(z —y) — f(z) = f(y) + = —y>.

5.piiklad  f(z +y)+ f(z —y) = (@) + 62y /[ () + 25,

6.piiklad f(z +y) +2f(x —y) + f(z) + 2f(y) = 4z + y.

7.ptiklad f(z +y) — 3f(z —y) =22 (f(y) +1 - y2/2) — 2f(z) + y(4z — v).
8.pitklad  f(z)f(z +y) = (f(¥)*)(f(z —y))?a¥**, a > 0,a # 1 je parametr.

9.ptiklad f(z +y) +2f(z —y) =3f(z) — y.
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10. ptiklad 2f(z +y) + f(z —y) = f(z)(2a¥ +a7¥), a > 0,a # 1 je parametr.
11.piiklad f(z +y) + f(z —y) = 2f(z) cos y.

12.piiklad yf(z) +zf(y) = f(z +y).

13.ptiklad f(2z +y) = f(z + 2y)f(x + v).

14.p¥iklad f(5z) = f(n®) + =.

15.piiklad  f(z® + f(y)) =y + (f(2))*.

16.piiklad  f(z — f(y)) = f(f(¥)) + =f(y) + f(z) —

17.priklad Najdéte vSechny funkce f : Rt — R*, pro které plati
(a) f(z(f(y)) = yf(z) pro v8echna kladné z, y,
(b) f(z) = 0 pro z — oco.
piiklad Najdéte v8echny funkce f : (—1,00) — (—1, 00), jeZ spliuji
(a) f(z+ f(y) +2f(y)) =y + f(x) +yf(z) pro viechna z,y > —1,
(b) funkce f(z)/z je rostouci na (—1,0) i na (0, 00).

19. p¥iklad Najdéte ngjakou funkci f : QF — Qt takovou, #e pro vechna kladn raciondlni
z, y plati f(zf(y)) = f(z)/y.

20. ptiklad 2f(x+ %) = v3f(z) + cosz —sinz, f je omezena.

21.pfiklad f(z +y) = f(z) + f(y), f je spojitd.

22.ptiklad f(z +y) = f(z) + f(y), f je rostouci.

23.piiklad f(z +y) = f(z) + f(y), f je omezend na daném intervalu (a,b), a < b.
24.pfiklad  f(z +y) = f(2)f(y), f je spojité.

25.piiklad  f(z +y) = % f: Rt = R+ je spojité, =,y > 0.

26.piiklad f(z +y) = % f: Rt - R+ je spojita, =,y > 0.

27.piiklad  f(z +y) + f(z —y) = 2(f(z) + f(y)) [, je spojité.

28.piiklad f(z+y)+ f(z —y) =2f(x)f(y), [ je spojita.
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