Funkcionalne rovnice

| Martin Fraas

Uvod

Presnt definiciu pojmu funkciondlna rovnica nie sme schopni podat. M6zeme vsak
povedat, Ze je to rovnica, u ktorej sa hladd nezndma funkcia (alebo aj viac neznamych
funkcif) na zdklade zadanych vlastnosti tejto funkcie; tieto vlastnosti st vyjadrené
rovnicou, alebo i niekolkymi rovnicami, v ktorych nevystupuji derivacie ani neurcité
integraly tychto funkcii. Casto sa pri rieseni rovnice omezujeme na hladanie rieseni
s dodato¢nymi podmienkami, ako napriklad spojitost, omezenost a iné.

Obecna metdéda na rieSenie rovnic neexis‘cuje.1 My v dalSom ukdZeme dve najzna-
mejsie metédy na ich riesenie.

Substituéna metoda

Substitu¢nd metdda spociva v nasledujicom prirodzenom postupe: Predpokla-
dajme, Ze dana rovnica uz niake rieSenie ma, a vhodnou zamenou premennych resp.
dosadenim konkrétnych hodnét do rovnice sa snazime najst explicitny tvar tohoto
rieSenia. Potom overime, Ze takto ziskana funkcia skuto¢ne rovnici vyhovuje. Postup
si osvetlime na jednoduchom priklade:

Bud a > 0, a # 1 realné. RieSme funkciondlnu rovnicu

f@+y)=f(y) -,
a hladajme iba tie riesenia ktoré st definované na celej redlnej ose. Dosadme do
rovnice y = 0 a dostaneme vztah

f(x) = f(0) - a”.
Ozna¢me ¢ = f(0) a skisme ¢ f(z) = c¢-a” nevyhovuje nasej rovnici. Lahko overime,
ze

flz)=c-a”
skutocne spliuje rovnicu pre fubovolni redlnu konstantu c.
Definicia. (Funkcionélna rovnica s okrajovou podmienkou) Nech a, b st dve redlne

¢isla. Funkciondlnu rovnicu spolu s podmienkou na hladané riesenie f, f(a) = b (teda
graf rieSenia prechadza bodom [a,b]) nazvem rovnicou s okrajovou podmienkou.

1 Aké mame definicie také mame vety.
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Definicia. (,,pokrytia celej roviny“)  Budem hovorit, Ze rieSenia rovnice pokryvaji
celtl rovinu, ak ma tato rovnica riesenie pre kazdu okrajovi podmienku.

Poznamka. Priklad spominany vyssie ,,pokryva celtl rovinu®.

Cauchyho metéda

Domluva. Ak nepovieme vyslovny opak budeme pod funkciou myslief v celom tomto
odstavci spojita funkciu.

Cela Cauchyho metdéda je zalozend na nasledujicej vete z analyzi (resp. jej jednodu-
chom zobecneny).

Veta. Spojita funkcia je jednoznacne uréena hodnotami v raciondlnych bodoch.
A teraz trosku formalnejsie:

Definicia. (hustej mnoziny) Podmozinu redlnych ¢isel nazyvame hustou ak sa v kaz-
dom intervali nenulovej dlzky nachadza bod nasej podmnoziny.

Veta. Ak spojité funkcie f(z) a g(x) so spoloénym definiénym oborom nadobtdaji
rovnakych hodnét na niakej hustej mnozine redlnych ¢isel, potom su totozné.

Podstata Cauchyho motdédy spociva v nasledujucich troch krokoch:

1) Niakym vhodnym postupom (napriklad substituénou metédou) uréime rieSenia
rovnice na prirodzenych ¢islach.

2) Rozsirime najdené rieSenie na vSetky racionélne ¢isla. ( V najjednoduchs§om pri-
pade prostym overenim, ze funkcia ndjdend v bode 1) spliia rovnicu aj pre raci-
onalne disla.)

3) Odvoldme sa na vetu zo za¢iatku odstavca.

Osvetlime si metédu na najznamejSom priklade. RieSme funkciondlnu rovnicu
fle+y)=flz)+ f(y).
Na tvod dosadime do rovnice x = 0, y = 0 a dostaneme:
f(0) =o0.
Teraz uz ku Cauchyho metdde, matematickou indukciou lahko dokézeme, Ze:
fx1+z2+ - +an) = f(z1) + flz2) + - + f(zn)
a teda f(nz) = nf(z). Polozme ¢ = f(1) a mame splneny krok 1).

f(n) =cn, pre vietky prirodzené ¢isla n.
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Nech dalej m, n st dve prirodzené ¢isla potom
m

nf(™) = f(m) = em
a teda s prihliadnutim k tomu, ze
fl@—=z)=f(0)=0=f(z) + f(-z) teda f(-z)=—f(z)
prehlasime nase pevné presvedcenie, ze
f(q) = cq, pre vsetky raciondlne &isla g.
Splnili sme krok 2) a k Gspesnému dorieseniu uz staéi krok 3) iba spomenut. Teda

f(z) =cx, prelubovolnt konstantu c.

Priklady
(1) f(z+y)+2f(z+y) —4f(z) + zf(z) = 3y* — 2% — 22y + 21>,
(2) flx+y) —2f(x—y)+ flz) —2f(y) =y — 2.
(3) flx+y) = 3f(x —y) =2 [T — 2f(2) + y(dz ).
(4) f(z+y)+ f(x —y) = 2f(x)cosy.
(5) f(2®+ f() =y + (f(2))?
(6) f(x+vy)=f(z)+ f(y), [ je rostouci.
(7) f(zy) = f(z)f(y), f je spojita.
®) fx+y)+ flx—y)=2(f(=)+ f(y)), [ je spojita.
9) fle+y)f(z—y) = (f(x)2 [ je spojité.
10) f(z)+ 5= = f(%).
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