Funkcionalni rovnice

| Haria Bendovd

Uvod
Funkcionalni rovnici minime takovou rovnici, ve které nevystupuji jako hledané

nezndmé cisla, ale funkce. Na této prednaSce si osvojime praci s funkciondlnimi
rovnicemi a naucime se nékteré zakladni metody jejich FeSeni.

Substitu¢ni metoda
Substitu¢ni metoda je zakladni metodou feSeni funkcionalnich rovnic a spociva
v nasledujicim postupu:

Predpokladame, Ze uz mame feseni funkcionalni rovnice, a vhodnym dosaze-
nim za proménné se snazime zjistit, co toto feseni splnuje. Nékdy zjistime, ze ma
néjakou uzitec¢nou vlastnost, kterou miizeme dale vyuzit, jindy dostaneme pifimo
tvar, jak musi vypadat. Pokud zjistime, ze feSeni musi mit néjaky konkrétni tvar,
je nutné jej dosadit do zadané rovnice a zkouskou ovéfit, zda je skutecné feSenim.

Priklad. Naleznéte vSechny funkce f: R — R spliiujici rovnici
flx+y)=fx)+y

pro vSechna z,y € R.

Reseni. Ptedpokladejme, Ze jiz mame feseni f. Ozna¢me ¢ = f(0) a dosadme
x = 0. Dostavame
fly)=y+e

a dozasenim do puvodni rovnice snadno ovéfime, Ze takova funkce je feSenim pro
libovolné realné c:

fx+y)=az+y+c=(r+c)+y=f(z)+v.

Vhodné hodnoty k dozaseni (nejéastéji pouZzivané):

.xay:07
e Yy=x,Yy=—x,
o z = f(z),

e dozaseni takové, aby se rovnaly vyrazy, které se pfedtim nerovnaly.

VyuZiti vlastnosti funkce

Definice. Funkce f:R — R je
(i) suda, resp. licha, jestlize Vx € R plati f(x) = f(—=x), resp. f(z) = —f(—x),
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(ii) rostouci, resp. klesajici, jestlize Vz,y € R pokud = < y, pak f(z) < f(y),
resp. f(z) > (1),

(iii) nezdpornad (nebo kladnd), jestlize f(x) > 0 (nebo f(x) > 0) pro vSechna
z € R,

(iv) prostd, jestlize Va,y € R plati x # y = f(z) # f(y) (nebo ekvivalentné
f@)=[fly)=z=y)

(v) na, jestlize Vy € R Jz € R: f(x) =y,

(vi) bijekce, jestlize je prosta a na.

Vyuziti:

e Sudost nebo lichost uleh¢uje praci na polovinu, pokud je potfeba TeSit
rovnici zvlast pro kladnd a zapornd éisla.

e Je-li funkce f prostd a plati f(A) = f(B), pak dostdvame A = B, pficemz

e Je-li funkce f rostouci, pak je také prosta.

o Je-li funkce f na a x € R, miZzeme pracovat s ¢ € R takovym, ze f(c) = z.

Specialni tvary rovnic

Pfi feSeni funkcionalnich rovnic velmi ¢asto narazime na to, Zze mé funkce jednu
z nasledujici vlastnosti, proto je uzitecné rozmyslet si, jak v takovych pripadech
postupovat.

1)

2)

f(f(z)) = x pro vSechna z € R: potom f je bijekce, tedy miizeme vyuzit jejich
vlastnosti, a ¢asto se také vyplati zkusit za = dosadit f(z), nebot f(x) pak
prejde v z;

f(f(x)) = f(z) pro v8echna = € R: uvédomme si, Ze pro vSechna z € Imf =
={yeR:IzeR f(x) =y} je f(x) ==

fle+y) = f(x)+ f(y) pro vSechna z,y € R: tato rovnice se nazyva Cauchyova
a za dodateénych pfedpokladi na funkci f (spojitost, monotonie, ... ) jsou
jejimi jedinymi FeSenimi funkce tvaru f(z) = cx, kde ¢ € R. To se d4 dokazat
Cauchyovou metodou, kterou se na této prednasce nebudeme zabyvat. Nékteré
funkcionalni rovnice se daji vyfesit pfevedenim na Cauchyovu rovnici, jejiz
feSeni zname.

Pevné body

Definice. Pevny bod funkce f:R — R je takovy bod = € R, pro néjz f(z) = x.

V nékterych tlohdch ndm muze vysetfeni pevnych bodu pomoci. Naptiklad

pokud se dopracujeme k tomu, Ze f(g(z)) = g(x), a dokdZeme, Ze f mé jediny
pevny bod, mizeme tim tlohu tuplné vytesit.
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Symetrie

Je-li vyraz na jedné strané funkcionalni rovnice symetricky, tj. nezméni se, po-
kud vzajemné zaménime proménné, pak z toho mizeme usoudit, Ze ani vyraz na
pravé strané se vzajemnou zaménou proménnych nezméni. Neobsahuje-li rovnice
symetricky vyraz rovnou, lze jej Casto zikat vhodnym dosazenim.

Priklad. Najdéte vSechny funkce f, které spliiuji pro vSechna z,y € R funkcio-
nélni rovnici

f(f(@)+ f(y) = f(@) +y.
Reseni. Vyraz f(f(z)+ f(y)) je symetricky, proto plati

f@) +y=f(f@)+ ) =f(fly) + f(2) = f(y) +z.

Dosazenim y = 0 zjistime, Ze f(z) = = + ¢, kde ¢ € R, a zkouskou ovéfime, ze
vyhovuje jedind funkce, a to f(z) = .

Piiklady

Piiklad. Najdéte viechny funkce f: Rt — RT takové, Ze pro viechna x,y € RT
plati

f@)f(yf(@)) = [z +y).

Piiklad. Najdéte viechny funkce f:RT — RT splitujici pro vSechna kladn4 re-
alna x,y rovnici

fle+f@)=rf+y)+ Q).
Priklad. Najdéte vSechny funkce f: R — R spliiujici pro v8echna x,y € R rovnici

flaf@)+ f) =y + ().

(Britskd MO 1997 a 2000)
Priklad. Najdéte vsechny funkce f:R — R spliiujici rovnici

pro vSechna z,y € R, kde |z] zna¢i dolni celou ¢ast . (IMO 2010)
Priklad. Najdéte vSechny funkce f: R — R spliiujici pro v8echna x,y € R rovnici

F@f) + f(F(@)+ F) = yf (@) + fz + f(y)-

(MEMO 2009)
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Piiklad. Najdéte vSechny funkce f:(0,00) — (0, 00) takové, ze

(F()? + (f(@)? _ w? + a2
TG Pt

pro vSechna w, x, y, z splilujici wx = yz. (IMO 2008)

Priklad. Vyfeste pro f: R — R funkcionalni rovnici

fla—fWw)=rf(fW)+zf(y) + f(z) - 1.

(IMO 1999, Problem 6)
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