Funkcionalni rovnice
| Filip Jaros

Zkuste Fesit nékteré z nasledujicich Sesti tloh. I kdyz nebudete ispésni, bude to
pro vas uzitecné, protoze na prednasce lépe porozumite tomu, pro¢ voldm na pomoc
praveé tu a ne jinou fintu. Vsechny nabidnuté tlohy jsou z oblasti funkcionalnich rovnic
zobrazujicich pfirozend ¢isla do pfirozenych ¢isel. Na rozdil od obecnych funkcionél-
nich rovnic k jejich feseni nejsou tfeba zadné specialni znalosti a postupy, staci bystra
hlava a trocha trpélivosti. Pata tloha jako funkcionalni rovnice nevypada, nicméné
zde neni omylem. VSechny problémy az na posledni byly pfevzaty z mezindrodnich
kol MO.

1. daloha. Necht f je funkce zobrazujici mnoZinu vSech prirozenych &isel do sebe.
Jestlize pro kazdé pfirozené ¢islo n plati f(n + 1) > f(f(n)), potom f(n) = n pro
kazdé prirozené ¢islo n. Dokazte.

2. dloha. Mnozina vSech pfirozenych ¢isel necht je sjednocenim dvou disjunktnich
podmnozin {f(1), £(2), f(3),--.} a {g(1),9(2),9(3),...}, piicemz f(1) < f(2) <
F3) < -+, 9(1) < g(2) < g(3) < -+ ag(n) = f(f(n)) + 1 pro vSechna n. Ur-
Cete f(240).

3. dloha. Je dana funkce f(z,y) spliiujici podminky f(0,y) =y + 1, f(z +1,0) =
f(z,1) a f(x+ 1L,y + 1) = f(z, f(x + 1,y)) pro vSechna nezdporni z, y. Urcete
£(4,1981).

4. dloha. Uvazujme funkci f zobrazujici mnozinu vSech pfirozenych ¢isel do mnoziny
vSech celych nezapornych &isel. Piedpokladejme, ze f(2) = 0, f(3) > 0, f(9999) =
3333 a ze rozdil f(m 4+ n) — f(m) — f(n) nabyva pro libovolna ptirozend &isla m, n
hodnoty 0 nebo 1. Uréete f(1982).
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Tl (m )] celé ¢islo. Dokazte.

5. dloha. Pro kazda dveé celd nezdporna ¢isla m, n je
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. tloha. Necht f je striktné rostouci funkce zobrazujici mnozinu vSech pfirozenych
isel do sebe, kterd navic splituje podminku f(f(n)) = 3n. Najdéte f(1994).
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