Funkcionalni délitelnosti

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. V pfispévku si pfedstavime hromadu funkcionélnich délitelnosti — tloh,
kde podobné jako ve funkciondlnich rovnicich hleddme jako feSeni néjakou funkci,
avsak vyuzivame k tomu poznatky z teorie Cisel. Postupy feseni, které si ukdzeme, tak
budou obnéset hlavné vhodné upravy délence, vlastnosti prvocisel a chytra dosazeni
k vyrobé prvociselnych tvara.

Cas od ¢asu potkéa ¢lovek tlohu s funkcionalni rovnici — je ddna rovnost, v niz
néjak (Casto dost slozité) figuruje neznama funkce a kterd ma platit pro vsechny volby
proménnych. Jedna se tedy o jakousi soustavu nekoneé¢né mnoha rovnic o nekone¢né
mnoha proménnych.

Funkcionalni délitelnosti jsou jesté o néco exotictéjsi. Jak by ¢lovek z nadzvu cekal,
jedna se o ,soustavu nekone¢né mnoha délitelnosti s nekone¢né mnoha proménnymi“.
Délitelnost je ale slabsi vztah nez rovnost, a tak metody, které se hodi k feseni funk-
cionalnich délitelnosti, vypadaji dost jinak nez metody feseni funkciondlnich rovnic.
Vétsina tloh nevyzaduje znalost zadnych pokrocilych tvrzeni, ale u par vyjimek se
mize hodit mald Fermatova, Wilsonova ¢i Dirichletova véta.

Ulohy v piispévku jsou sefazeny do kapitolek podle metod Feseni a uvnit¥ kapi-
tolky zhruba podle obtiznosti. Nékteré tllohy vSak jdou vyfesit vice zpusoby, proto
neni tfeba brat rozdéleni tloh do kapitol zcela striktné.

Nerovnosti

Délitelnost se za vhodnych okolnosti d4 zeslabit na nerovnost: pokud A | B a navic je
B nenulové, pak uz |A| < |B|. Specilné kdyz je B kladné, tak uz B = |B| > |A| > A.

Uloha 1. Najdéte viechny omezené funkce f: N — N splitujici
a—"b|f(a)—f(b)

pro libovolné a,b € N.

Uloha 2. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

f(a) +bl] a+ f(b)!

pro libovolna a,b € N.
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Uloha 3. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

a+ f(b) | f(b+ f(a)),
fla) — 2017 | @ — 2017.

pro libovolné a,b € N.

Uloha 4. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici
f(a)’ + £(0)" | a® + a + 2f(ab)

pro libovolna a,b € N.
Uloha 5. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

fla+ f(b)+al2f(a)+0b
pro libovolné a,b € N.

Nekonecno déliteld nuly

(IMOC 2017)

Kdyz se povede zafixovat pravou stranu délitelnosti a vyrabét pro ni nekonecéné
mnoho (rtznych) déliteltt na levé strané, pak je tato prava strana rovna nule —
jenom nula totiz méa nekoneéné mnoho délitelid. Pokud je ve vyrabénych délitelich
,volnd®“ jen néjaka hodnota f, musime dat pozor na to, jak vypada obor hodnot!

Uloha 6. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

a+ f(b) | f(a) +af(b)

pro libovolné a,b € N.
Uloha 7. Najdéte viechny funkce f: N — N splitujici

a+ f(b) | f(a)® +af(b)

pro libovolné a,b € N.
Uloha 8. Najdéte vSechny funkce f: N — N spliujici

fla) + f(b) [ a® + f(b)

pro libovolna a,b € N.
Uloha 9. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

plf(n)- fp— 1) +nf®
2

(Balkan MO 2017)
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pro libovolné n € N a prvodislo p. (Mexican Quarantine MO)

Uloha 10. Najdéte vsechny funkce f: N — N spliiujici
fla) | f() +a—b
pro libovolné a,b € N.

Prvocisla

Dalsi dobrou strategii muze byt dosazovat prvocisla. Pokud na pravé strané délitel-
nosti ziskdme prvocislo nebo alespon néjaky dobry soucinovy tvar s prvocislem, dost
to omezi moznosti levé strany. Jakmile zname hodnoty funkce na néjaké nekoneéné
mnoziné argumenti, lze uz Casto tlohu snadno dofesit pomoci nekonecné mnoha
délitelt nuly.

Uloha 11. Najdéte vSechny funkce f: N — N spliiujici
a® + f(b) | af(a) +b

pro libovolna a,b € N. (ISL 2013 N1)
Uloha 12. Najdéte vSechny funkce f: N — N spliujici

fla) +0 ] a®+ f(a)f(b)

pro libovolna a,b € N. (APMO 2019)
Uloha 13. Najdéte vSechny funkce f: Z — Z spliiujici

f@)? +ay|2® +af(y)

pro libovolna z,y € Z.
Uloha 14. Najdéte vSechny funkce f: N — N spliiujici

fla)+ f(b) [2(a+b—-1)

pro libovolna a,b € N. (MEMO 2016)

Uloha 15. Je déna funkce f: N — N takové, Ze pro libovolnd a,b € N plati,
ze max{f(a),b} je ndsobek éisla f(ab). Rozhodnéte, zda musi existovat nekoneéné
mnoho k € N takovych, ze f(k) = 1.

Uloha 16. Najdéte vsechny funkce f: N — N spliiujici

al + f(O)!] fla)! + f(BY)

pro libovolna a,b € N. (BMO SL 2018)
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Uloha 17. Je déano pfirozené ¢&islo C. Najdéte viechny funkce f: N — N takové,
Ze pro libovolna pfirozena a, b splnujici a + b > C' plati

a+ f(b) | a® +bf(a).

(ISL 2019 N4)

Uloha 18. Je déno liché piirozené ¢islo n. Najdéte vsechny funkce f:Z — 7Z
splnujici

f@) = fy) [a" —y"
pro libovolné z,y € Z. (ISL 2011 N3)
Uloha 19. Najdéte vSechny funkce f: N — N splitujici

F(@)? + f(b) | (a® +b)°

pro libovolné a,b € N. (ISL 2004 N3)
Uloha 20. Najdéte vsechny funkce f: N — N spliiujici

f(a) + f(ab) [ a+bf(a)

pro libovolna a,b € N.
Uloha 21. Najdéte vechny funkce f: N — N takové, Ze pro libovolné a,b € N je

¢islo f(a) + f(b) — ab nenulové a déli af(a) + bf(b). (ISL 2016 N6)
Indukce

S funkciondlnimi délitelnostmi se ¢asto pohybujeme nad pfirozenymi (nebo aspoi
nad celymi) éisly. MuzZe se tedy vyplatit postupovat indukci: pokud mame tip na
predpis pro f, mizeme jej dokazovat postupné. S indukci mtize pomoci prostost
funkce, kterou lze Casto ziskat skrze nekonec¢no délitelt nuly.

Uloha 22. Najdéte viechny funkce f: N — N, jez pro a,b € N spliuji ekvivalenci
fl@)]| fb)—a <= a]|bd.

(Japonsko 2021)

Uloha 23. Najdéte vsechny funkce f: N — N splaujici f(a!) = f(a)! a zaroven
a—>b| f(a) — f(b) pro libovolné a,b € N. (USAMO 2012)

Uloha 24. Najdéte vsechny funkce f: N — N spliiujici

fla) + f(b) | a® = b%.

pro libovolna a,b € N. (IMOC 2017)
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Uloha 25. Najdéte viechny funkce f: N — N, které jsou na' a spliiuji, ze pro
libovolnd a,b € N a prvodéislo p plati p | f(a +b), pravé pokud p | f(a) + f(b).

(ISL 2007 N5)
ZmenSovani podilu

Vétsina tloh v tomto prispévku ma jedno spoleéné — dost casto se stava, ze kdyz se
dopidime k funkci, kterd funkcionalni délitelnost fesi, zjistime, Ze po jejim dosazeni
nastava v délitelnosti dokonce rovnost. Jindy je alespon vznikly podil néjaky ,,maly“.
Ulohy, které zadavaji takhle ,tésnou“ délitelnost, se fesi dobfe, neb tehdy je slusna
Sance, ze pujde néco odhadnout a tloha tim padne.

Potize se objevuji, kdyz zadana délitelnost neni ,tésna“. Co s tim? Muazeme zkusit
zmens$it podil: jestlize A; | By a zaroven A, | Ba, pak i

A1A2 | AlBQ — A2B1.

Intuici za takovymto ikonem nastinuje vztah

AlBg — AQBl . B2 Bl

A1 Ay Ay Ay

Kdyz jsou navic A1, As nesoudélna, pak je dokonce jisté, Ze prechodem ke ,slozené®
délitelnosti nepfichazime o Zaddnou informaci.

Uloha 26. Najdéte viechny funkce f: N — N spliiujici

fla) +0]a® = f(b%)

pro libovolna a,b € N.
Uloha 27. Najdéte viechny funkce f: N — N splitujici

a+ f(b) | fla) = b

pro libovolné a,b € N.
Uloha 28. Najdéte viechny funkce f: N — N spliiujici

fla)+ f(b)+ f(c) —ab—bc—ca | af(a) + bf(b) + cf(c) — 3abe
pro libovolné a,b,c € N. (IMOC 2020)

Navody

1. Dosazuj ¢isla se vzdalenosti vétsi nez maximum f.

ITedy pro libovolné y € N existuje = € N tak, ze f(z) = y.
5
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2. Jednou vezmi a = 1, podruhé b = f(a).

3. Druhé délitelnost dava pro velkd z odhad. Pouzij ho v prvni délitelnosti spolu
se symetrii.

4. VyuZij symetrii a omez f(a). Potom uz by exponencidly v déliteli mély vypadat
obzvlast podeziele.

5. Kdyby nékdy nastalo f(n) < n, vyrob z toho spor. Potom uz bude vidét, Ze
rozdil f(n) —n je omezeny.

6. Pfinekoneéném oboru hodnot se na pravé strané zbav f(b). Pfi koneéném oboru
hodnot naopak odstran a.

7. Stejné jako predchozi tloha, jen je tfeba korektné rozmyslet posledni ¢ast.
8. Priipad konecného oboru hodnot pomtze vysporovat velkd mocnina dvojky.

9. f(1) je nesoudélné se v§im. Obecnéji nahlédni, Ze f(n) ma stejné prvociselné
délitele jako n, a délitelnost se podstatné zjednodusi.

10. Pii nekoneéném oboru hodnot je f(n) — n konstanta. P¥i koneéném oboru
hodnot se divej na mnoziny argumentt se stejnou funkéni hodnotou a omez obor
hodnot.

11. Dosad a = b= p a uvaz, zda p | f(p). D4l pomiize horni odhad f(n).

12. Dosad a = b = p, zbav se na pravé strané f a poté rozeber moznosti.

13. Uréi f(p) pomoci odhadt absolutnich hodnot. Pozor na znaménkal!

14. Vyrob na pravé strané prvocislo, jeden z pfipadt jde po trose prace vysporovat.
15. Nejprve vyuzij velkd prvocisla, potom je zkus michat dohromady a najit spor.
16. Wilsonova véta a f(p — 1).

17. Najdi si dost ¢isel b, pro nez f(b) = kb. To jde vice zpusoby, budto trochu
chytry Dirichlettv princip na prvocislech, anebo tfeba overkill s Dirichletovou vétou

-).

18. BUNO f£(0) = 0, potom Dirichlettiv princip s prvoéisly.

19. Vol b = p — a?. Miize se vyplatit brat vyssi a vyssi p.

20. Ziskej f(p — 1), potom vysttel z kandnu.

21. Dosad a = b = p, uprav pravou stranu a neboj se trochu rozebirat.

22. Prostota a indukce.

23. Rozeber par moznosti a pak indukuj.

24. Neomezenost, prostost, indukce.

25. Rozmysli si, ze f permutuje zbytky mod p. Potom indukuj.

26. Urozebirej f(c) pro ¢ € {1,2,3,4}, zkombinuj dvé délitelnosti a indukuj s pro-

stotou.

27. Umlat f(1) a f(2), nasledné kombinovanim jejich dosazeni ziskej odhad f(a)

na obé strany. Staci, aby to fungovalo jen pro néjakou nekone¢nou podmnozinu N.
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28. Nejdiiv umlat f(1), f(2) a f(3), pak zkus dosazovat s p+ 1. Skoro kazdy krok
obnasi dost osklivého rozebirani.
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