Funkcionalni rovnice
| Franta Konopecky

Uvod

Na této prednasce si osvojite praci s funkcionalnimi rovnicemi, jejich Fesenimi a
moznostmi postupu. Systematicky jsou tu probrany jednotlivé zajimavé vlastnosti
funkci a jak se daji z funkcionélni rovnice vycist. Piispévek ve sbornicku by mél
slouZit jako uceleny manuadl, jak funkcionalni rovnice fesit.

Co je funkcionalni rovnice, co vyjadiuje?

Zadani funkcionalni rovnice mize vypadat napfiklad nasledovné:

Uloha 1. Najdéte vSechny funkce f : Q — Q spliujici f(z +vy) = f(z) + f(y)
pro vSechna z,y € Q.

Uloha 2. Hledejte viechny spojité funkce f : R — R vyhovujici rovnici

flx+y) = f@)+ f(y)

pro z,y € R.

Uloha 3. Najdéte viechny funkce definované na celé realné ose splijici funkci-
onalni rovnici

fla+y) +2f(x—y) —4f (@) +2f(y) = 3y* —2° — 20y + 2y’; 2,y € R,
Uloha 4. Najdéte vSechny funkce spliiujici rovnici

(f(@) + F)(f(u) + f(v) = flzu —yo) + f(zv + yu); 2,y,u,v € R,

ad 1. Funkcionalni rovnice (1) ndm fiké: ,najdéte vSechny funkce, které spliiuji
rovnici f(z + y) = f(z) + f(y) pro vSechny hodnoty racionalnich ¢isel z a y“.
Dodat bychom jesté méli: ,, ... a ovérte, Zze vami nalezené funkce vyhovuji.“ Pro
pfedstavu prozradim, ze napfiklad funkce f(x) = 2z této rovnici vyhovuje, protoze
flz+y)=2(x+y) a flz)+ fly) =2z + 2y = 2(x + y), takZe je rovnice f(z +
+y) = f(x)+ f(y) splnéna pro vSechna pozadovana x,y € Q. Funkce f(z) =2 +1
naopak nevyhovuje, protoze f(z +y) =z +y+1#z+1+y+1= f(z)+ f(y).
ad 2. Funkcionalni rovnice (2) méa stejny tvar, ale se dvéma zménami. Prvni je,
7e je definovana na celém R a funkéni hodnoty mohou nabyvat na rozdil od téch
v (1) také redlnych hodnot. Druhou je, Ze madme dodanou pomocnou podminku,
ze je funkce spojitd. Bez této podminky lze rovnici v R také vyfFesit, ale FeSeni
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je osklivéjsi nez nechutné. Diilezité je si tu uvédomit, ze FeSeni nalezena v (1) by
mohla bez vétsich obtizi fungovat i v (2) (pfi spravném rozsifeni z Q na R).

ad 3. Tato rovnice je prikladem téch, kde nam vedlejsi vyrazy ,vylézaji“ na
povrch. Kromé funkénich vyrazi typu f(néco) se v ni totiz objevuji i vyrazy typu
x2, zy, atd. Rovnice tohoto typu jsou vétsinou jednodussi, protoze feseni v hodné
pfipadech pfimo ,vypadne“ néjakym specidlnim dosazenim za x nebo y, viz tzv.
substituéni metoda FeSeni.

ad 4. Toto je jedna z nejtézsich funkciondlnich rovnic, s jakou jsem se setkal. Je
v ni duleZité mit prfehled o vétsiné triku, které se v tomto pfispévku naucite. Na
prednasce si ji vyfresime, téste se!

Zakladni metody reSeni

Zakladnimi metodami feSeni funkcionalnich rovnic jsou substitucni metoda a Cau-
chyho metoda.

Substitu¢ni metoda

Substitu¢ni metoda spocivé, feceno co nejobecnéji, v nasledujicim postupu: Pred-
pokladame, ze uz mame Feseni funkcionalni rovnice a vhodnym dosazenim za pro-
ménné se snazime ukazat, co by mélo toho feSeni spliovat. Nékdy nam vyjde
uziteéna vlastnost funkce (f(z) je sud4, prostd, ... ), jindy piimo tvar, jak musi
vypadat. Pokud dostaneme tvar funkce (nebo si ho odvodime z nalezenych vlast-
nosti), je nutné ho dosadit do zadani a zkouskou ovéfit, Ze je skutecné feSenim.
Osvétlime si to na tloze (3):

Uloha. Najdéte vsechny funkce definované na celé realné ose spliujici funkcio-
nalni rovnici

fl@+y)+2f(x—y) —4f (@) +f(y) = 3y> — 2° — 2zy + x>

ResSeni. Piedpokladejme, Ze néjaka f(x) je FeSenim a ozna¢me f(0) = c. Funk-
cionalni rovnice je splnéna pro vSechny dvojice ¢isel x, y, je tedy splnéna i pro
dvojici ¢isel'® x = z, y = 0, dosazenim za tuto dvojici dostaneme:

—flx) +ecx= —z?

neboli
f(x) = 2? + ca.

Dosadime-li v ziskaném vztahu z = 0, dostaneme navic f(0) = 0, tedy ¢ = 0 a
jedinym tvarem, jaky mtize mit nase funkce f(x), ziistal f(x) = 2. Z predpokladu,

13dosazujeme specialni hodnoty za proménné, abychom dostali n&jakou vlastnost funkce,
nebo konkrétni tvar
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ze funkce f(x) Fesi nasi rovnici jsme odvodili, Ze nutné musi platit vztah f(z) =
= 22. Ted uz stadi jen ziskany vztah dosadit do zadané rovnice a ovéfit, ze funkce
f(x) = 2% je fesenim nasi rovnice.

Vztah, ktery by urcoval, jak musi nutné vypadat funkce spliujici zadanou rov-
nici, nemusi jit z funkcionalni rovnice pfimo ziskat. Proto je tu Cauchyova metoda.

Cauchyho metoda
Cauchyho metoda se zaklada na postupném odvozeni chovani funkce pro pfirozena
¢isla, poté pro celd, posléze pro racionédlni a s trochou Stésti (pokud to zadéani
pozaduje) nakonec pro vSechna redlné ¢isla.

Cauchyho metodu ozfejmime na tloze (2).

Uloha. Najdéte viechny spojité funkce f : R — R vyhovujici rovnici
fle+y) = f@)+ fy); 2,y e R.

ResSeni. Piedpokladejme, 7e mame jedno takové feseni'? f(z). Dosazenim x = 0

a y = 0 zjistime, Ze nutné'® plati f(0) = 0. Dosazenim'® y = —2 dostavame
f(—x) = — f(z). Matematickou indukci snadno!” dokadzeme vztah f(z1+xo+---+
+x,) = f(z1) + f(z2) + - + f(zn), specidlné pak pro xy =29 = - =, =T

vztah f(nx) = nf(x) pro kazdé redlné ¢islo = a pfirozené(!) ¢islo n. Oznaéme si
f(1) = c. Pak f(n) = nf(1) = cn pro kazdé pfirozené ¢islo n. Volbou z = m/n
ve vztahu nf(z) = f(nx) dostdvame nf(m/n) = f(n-m/n) = f(m) = em, neboli
f(m/n) = c-m/n. Vztah f(z) = cx tedy plati pro kazdé kladné(!) racionalni ¢islo
x. Diky vztahu f(0) = 0 a f(—x) = —f(x) mame platnost vztahu f(z) = cz pro
kazdé(!) raciondlni ¢islo z. ProtoZe je mnozina racionalnich ¢isel Q hustd'® v R
a protoze je funkce f(x) spojitd, musi f(z) spliiovat vzorec f(x) = cx na vSech
realnych ¢islech.

Zkouskou'® provedenou dosazenim do rovnice v zadani tlohy snadno ovéfime,
Ze funkce f(z) = cz, kde ¢ € R, je opravdu FeSenim.

Ne vzdy je ale Teseni takto pfimocaré a v jistém smyslu jednoduché. Mnohdy
je potfeba postupné, navzajem na sebe navazujicimi kroky, odvodit celou radu
skutecnosti (vlastnosti), z nichz koneéné posklddame, jak muize funkce vypadat.

14Vibec nemusime védét jaké FeSeni. Dilezité je si Fici: ,,Kdybychom feseni méli, tak by pro
néj platily nasledujici véci ...“

15 funkcionalni rovnice méa byt pro funkci f(x) splnéna pro vSechny dvojice z,y € R, proto
musi byt splnéna i pro konkrétni dvojici hodnot z = 0,y = 0.

16rovnice je splnéna pro viechny dvojice z,y, takze musi platit i pro specialni volbu y = —z

17ha zadatku davame Ffl(z1 +22) +x3) = f(z1 +22) + f(23) = f(21) + f(22) + f(23), atd.

185 Q je hustd v R znamena, ze libovolné blizko kteréhokoli realného &isla najdeme néjaké
racionalni c¢islo

19 Aspori se zminit o zkoudce je velice potiebné, protoze jsme zjistili, co by musela funkce
spliiovat, kdyby existovala, ale nevime jesté, jestli kdyz funkce splituje f(z) = cz, tak vyhovuje.
Muze se stat, ze bude vyhovovat jen pro urcitd ¢ nebo pro zadné.
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Zakladni vlastnosti funkci

Funkce mohou mit tyto vlastnosti divérné znamé ze stiedni skoly:

(a) sudd, resp. licha: plati f(z) = f(—=x), resp. f(x) = —f(—x) pro vSechna
reR

(b)  rostouct, resp. klesajici: pro libovolnd x < y je f(x) < f(y), resp. f(z) > f(y)
(¢) mezapornd (nebo kladnd): f(z) > 0 (nebo f(z) > 0)

(d) prostd: funkce nenabyva zadné hodnoty vic nez jednou (xz # y = f(z) #

# f(y))

(e) mna: funkce nabyvé vSech hodnot aspori jednou
(f) bijekce: funkce nabyvé vsech hodnot pravé jednou (kazdému x z defini¢niho
oboru ndlezi pravé jedno f(x) z oboru hodnot)

(g) spojitd: zjednoduSené feceno ji jde nakreslit jednim tahem

nym krokem k feseni. Rozeberme postupné jejich uzitec¢nost.

ad (a). Sudost nebo lichost uleh¢uje praci na polovinu, pokud je potieba fe-
§it rovnici zvlast pro kladna a zaporna ¢isla. Poméahd téz, pokud ndm rtznym
dosazovanim vyjde soustava rovnic — je dalsi pomocnou rovnici.

ad (b). Je velice dilezita, protoze muze v tlohach feSenych pomoci Cauchyovy
metody nahradit spojitost. Také z ni plyne, Ze je funkce prostd. Vyznamna je i
jeji slabsi varianta ¢ < y = f(z) < f(y), resp. f(z) > f(y), kterd taktéz muze
nahrazovat spojitost, ale uz nefika, ze je funkce prostd.

ad (c). Tato vlastnost se zkratka mize hodit :)

ad (d). Velice dilezitd vlastnost, kterd dava f(a) = f(b) = a = b, pficemz a a
b mtzou byt i virazy. Pokud je funkce zarovei na?°, dostavame, Ze je bijekct.

ad (e). V naprosté vétsiné pripadi zajistuje, ze pro kazdé z existuje y takové,
ze f(y) = z. Pokud je funkce zaroven prostd, je to bijekce.

ad (f). Shrnuje v sobé vlastnosti funkce prosté a na a zarovei dodava silnou
implikaci jestlize f(z) =y, tak f(y) = «.

ad (g). Jak bylo vidét v prikladu (2), feSeném pomoci Cauchyovy metody, hodi
se spojitost prirozsifeni z néjaké husté ¢iselné mnoziny na R. Touto hustou ¢iselnou

mnozinou mohou byt vSechna racionalni ¢isla, vSechna iracionalni ¢isla, zlomky ve
tvaru a/2°, kde a € Z, b € N, atd.

204 obor hodnot
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Cviceni na vlastnosti funkci

Nyni nasleduje n€kolik cvi¢eni na pfedchozi uzitecné vlastnosti.

Cvicéeni. Ukazte, Ze

(i) zflz+y)=f(z)+ f(y), z,y € R vyplyva, Ze je f(z) licha.

(i) z (f(x) + f@)(f(u) + f(v) = flzu—yv) + f(zv + yu) pro z,y,u,v € R,
plyne, ze f(z) je sudd. Napovéda k (ii): z =0,u=1,v =1

Cviceni. Ukaite, Ze z kazdého z nasledujicich bodu plyne, Ze je funkce f(z)
rostouci, a tedy prosta (u (iii) jen neklesajici):

(i) R =R*: f(zf(y)) = flay) + =

(i) Q*—=QF: flz+ flz)y) = f(2)f(y) a f(x) > 1

(i) RY —R:f(a®+y?) = f(2?) + f*(y)

Cviceni. Ukaite, Ze z kazdého z nasledujicich bodu plyne, Ze je funkce f(z)
prostd, u (ii) a (iil) Ze je bijekei:

(i) RF —=R:f(2®+y?) = f(z®) + f(y)

(i) R—R:f(@*+f(y)=y+(f(z))?

(i) Qf - Q" : f(zf(y) = f()/y

Cvi€eni. Vyfeste na R funkciondlni rovnici f(z + y) = f(z) + f(y), kdyz vite,
ze:

(i)  f(x) je neklesajici

(ii)  f(x) je omezend na n&jakém intervalu (a, b)

Cvi€eni. Vyfeste na R funkciondlni rovnici f(x +y) = f(x)f(y), kdyz vite, Ze:
(i)  f(z) je neklesajici

(it)  f(z) je spojitd na néjakém intervalu (a, b)

Dalsi tipy a triky

Tip ¢.1: Nenechte se vazat tim, Ze jsou = a y redlné proménné. Napiiklad f(z) je
hodnota funkce v ¢isle x, takze je to také ¢islo, a muzete ho bez problému za x
nebo y dosadit.

Tip ¢.2: Pokuste se na nékteré strané vhodnym dosazenim dostat symetricky vy-
raz?!. Symetricky vyraz VAm pomiize nasledovné: v piikladu s funkcif : R* — R+
a rovnici f(zf(y)) = f(zy) + x vezméme x = f(t) a dostaneme

FUOFW) = FF@y) + f(t) = f(ty) +y + f(t); Ly R

2lsymetricky je takovy vyraz, #e v ném miizeme prohodit ndzvy proménnych, aniz by se vyraz
zménil. Piikladem jsou f(x) + f(y) nebo f(f(z)f(y))-
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Vyraz na levé strané je symetricky, proto lze proménné prohodit i na pravé strané:

fty) +y+ f(t) = flyt) +t+ f(y).

Odtud uz snadno dostaneme f(t) —t = f(y) — y, vyraz f(t) — ¢ nezavisi na ¢t a
proto musi platit f(¢) =t + const.

7w

Tézké priklady

V nasledujicich pfikladech hledejte vSechna feSeni funkcionalnich rovnic na zada-
nych oborech. Rovnice jsou splnény pro vSechny hodnoty z oboru, neni-li fe¢eno
jinak.

Piiklad. Rt — RY : 2%(f(2) + f(y) = (z + y)f(f(2)y)). (Celostatni kolo MO
2004)

Priklad. R™ — R*: f(xf(y)) = f(zy) + z. (Celostatni kolo MO 2002)
Piiklad. QT — QT : f(zf(y)) = f(z)/y. (IMO 1990)

Priklad. Q' — Q" : f(x + f(z)y) = f(z)f(y) (Golab-Schinzelova rovnice)
Piiklad. R — R: f(2? =y + (f(x))% (IMO 1992)

Piiklad. R — R: (f(x) )(f(w)+ f(v) = flzu —yv) + flzv +yu). (IMO
2002)

Priklad. R—R:
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~
—
<
S~—
S~—

Il

W) +2f(y) + f(z) — 1. (IMO 1999)

Literatura

K prispévku byly pouzity znalosti z textu Pavla Podbrdského, ktery najdete na
http://mks.mff.cuni.cz/library/funkcionalni rovnice2/
funkcionalni rovnice2.ps
Dale jsem pouzil informace ze stranek Johna Scholese, kde najdete nespocetné
mnozstvi olympijskych piiklada v8ech typt. (Je jich tam kolem 4000, z nich asi
polovina s feSenim) Nachézi se na adrese http://www.kalva.demon.co.uk/
Poslednim zdrojem byla knizecka Skoly Mladych Matematikti Funkciondlni rov-
nice.
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