Funkcionalni rovnice na celych cislech

Vit ,VEJTEK“ MUSIL

Funkciondlni rovnice na celych ¢islech (¢i na podmnozindch) lze Fesit standardnimi
metodami funkcionalnich rovnic, jako je substituce, tvahy o vlastnostech funkci (pro-
stota, nabyvani hodnot, monotonie), symetrické vyrazy, soustavy rovnic atd. Vétsina
tloh vSak tézi z konkrétnich vlastnosti celych ¢i pfirozenych ¢isel. Jmenujme nékteré:
obé tyto mnoziny jsou diskrétni a spocetné, jsou oaritmetizované, lze hovorit o dé-
litelnosti. Mnozina pfirozenych ¢isel je navic dobfe uspofddand (kazdd podmnozina
ma nejmensi prvek) a plati pro ni princip matematické indukce. Odtud se odvijeji i
metody TeSeni. Jmenujme opét nékteré z nich.

e Konstruktivni pristup. Nékteré rovnice vybizeji k postupnému konstru-
ovani funkce, ¢asto za pomoci indukce. K tomu vétSinou staci dat do
souvislosti hodnotu f(n) s hodnotou f(n + 1) a znat chovani na za-
¢atku (nebo si jej zvolit). Konstruuji se i nejriznéjsi bijekce, napiiklad
pro rovnice typu f(f(n)) = g(n).

e Indukce. Rovnice Cauchyova typu a stanovené hypotézy dokazujeme
indukci. Na celych ¢islech musime provadét indukci dvakrat, tj. na obé
strany.

o Extremalni princip. Vyuzivame dobrého usporadani prirozenych Cisel,
kdy z mnoziny ¢isel majicich jistou vlastnost zvolime nejmensi. Toho
se Casto vyuziva v dikazech sporem, nékdy se tento princip zove ne-
kone¢ny sestup.

e Baze dvojkovd i jiné. Nas desitkovy pohled na véc umi znacné zkres-
lovat.

e Kouknu a vidim. Nékteré rovnice ndm mohou pfipomenout znamy
algoritmus, feSeni je pak nasnadé.

e Pevné body. Vyplati se je hledat.

e Nerovnosti. Specialné se hodi védét, kdy nastava rovnost.

e Nezapomenout na zkousku!

Domluvime se, ze symbol N oznacuje mnozinu vsech kladnych celych cisel, Ny je
znackou pro nezaporna celd Cisla.

Priklad 1. Naleznéte vSechny funkce f:N — N spliujici pro kazda m,n € N
f(m+ f(n)) =n+ f(m).
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Priklad 2. Naleznéte vSechny funkce f:N — N spliujici pro kazda m,n € N

F(f(m)+ f(n)) =n+m.

Priklad 3. Bud k sudé prirozené &islo. Najdéte pocdet vSech funkei f:Ng — Ny
splnujicich pro kazdé n € Ny

f(f(n)) =n+k.
(variace na IMO 1987)
Priklad 4. Najdéte vSechny funkce f:Ng — Ny spliiujici pro kazdd m,n € Ny
f(m+ f(n)) = f(f(m)) + f(n).
(IMO 1996)
Priklad 5. Najdéte vSechny funkce f:N — N splniujici pro kazdé n € N
FUf(F)) + f(F(n)) + f(n) = 3n.
Pfiklad 6. Naleznéte vSechny funkce f:Ng — Ny, pro které plati f(0) =0 a
fCn+1)=f2n)+1=f(n)+1
pro kazdé n € Np.
Priklad 7. Najdéte vSechny funkce f:7Z — Z spliujici pro kazdad m,n € Z
flm+mn)+ f(mn —1) = f(m)f(n) + 2.
Priklad 8. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliujici f(1) =1, f(2n) < 6f(n) a
3f(n)f(2n+1) = f(2n)(3f(n) + 1)

pro kazdé n € N.
Piiklad 9. Naleznéte vSechny funkce f:N x N — N spliiujici pro kazda m,n € N

(i) f(n,n) =n,
(ii) f(mvn) = f(n,m),

(iii) Lpmtn) — metn,

f(m,n) n

Piiklad 10. Naleznéte vSechny funkce f:N — R, pro které plati f(1) #0 a
PO+ @) + -+ f2n) = f(n) f(n+1)

pro kazdé n € N.
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Priklad 11. Naleznéte vSechny funkce f:7Z — N spliiujici pro kazdé n € Z
6f(n+3)—3f(n+2)—2f(n+1)— f(n)=0.

Priklad 12. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici pro kazdé n € N

2n + 2001 < f(f(n)) + f(n) < 2n+ 2002.

(BMO 2002)
Priklad 13. Bud f:N — N funkce spliujici f(n+1) > f(f(n)) pro véechnan € N.
Dokazte, ze f je identita na N. (IMO 1977)
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