Funkce na prirozenych a celych cislech

| Honzik Varihara

ABSTRAKT. V prednasce se naucite zaklady funkcionalnich rovnic a nerovnic na
prirozenych ¢éislech, coz Vam muze pomoci k lepsimu pochopeni funkcionélnich
rovnic jako celku. A pozdéji prejdeme i na vice nez zaklady.

Ackoliv se toto muze zdat jako izké téma, v podstaté pokryva ty nejlepsi finty
jak z vlastnosti prirozenych ¢isel, tak z funkciondlnich rovnic a kupodivu muize
zasdhnout i do kombinatoriky, protoze funkce je vlastné takova krabicka, ktera
néjakou véc ,sesrotuje” a misto ni ,vyplivne“ néjakou jinou, ktera nalezi do je-
jiho oboru. A pokud je to funkce na pfirozenych ¢islech, tak nic nebrani, aby se
v nékterych pripadech chovala jako permutace. Jenze stéale je to funkce, a tak u ni
muzeme hledat vlastnosti, jako je prostota, nebo zkouset dosazovat. Nakonec diky
tomu, Ze pracujeme v celych nebo prirozenych ¢islech, mizeme pouzivat matema-
tickou indukci nebo (v pfipadé prirozenych ¢isel) i nekoneény sestup. Metod se
nabizi opravdu hodné.

Finty funkciondlni
Prvni fintou je dikaz prostoty a jeji vyuziti. Nejlepsi bude, kdyz si toto ukaZzeme
na jednoduchém prikladé:

Priklad 1. Dokazte, ze kazda funkce f:7Z — Z takové, ze pro kazdé m € Z plati

f(f(m)) = —m,

je licha a bijekce.

Idea je jednoducha. Kdyby existovaly dvé hodnoty « a y, pro ktera plati = # y
a zaroven f(z) = f(y), pak by platilo

A nyni vidime, 7e pokud je f(z) = f(y), potom x = y, tedy funkce je prosta.
Vyuziti je jesté trosku sofistikovanéjsi, a to ze pokud mame rovnost dvou funkénich
hodnot, potom se ndm rovnaji i argumenty onéch funkci. Tedy pokud je f prosta
funkce, A néjaky vyraz a B néjaky jiny vyraz, potom f(A) = f(B) implikuje
A=B.

Druhou fintou je vyuziti symetrie, coz je klasicky postup u funkcionalnich rov-
nic. Vyuzivame napiiklad rovnosti typu f(zy) = f(yz), f(x +y) = f(y+z) apod.
A tohoto dosdhneme pouhym dosazenim x za y a naopak.

KLi¢oVA sLovAa. funkce, funkciondlni rovnice a nerovnice, pfirozena &isla, cela &isla
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Priklad 2. Najdéte v8echny funkce f:7Z — Z takové, Ze pro kazdou dvojici m,n
celych cisel plati
f(f(m) + f(n)) = f(m) —n.
Priklad 3. Najdéte vSechny funkce f:7Z — Z takové, ze pro kazdou dvojici m,n
celych cisel plati
fn+m)— f(n)+ f(m) =2f(mn) —mn.

Treti fintou zastupujici permutace je transpozi¢ni prohozeni. A¢ se to muze zdat
zv1astni ndzvem, jde v podstaté o zcela jednoduchou véc. Pokud plati f(f(a)) = a,
potom funkce na daném oboru funguje pravé jako transpozice. Tedy vezmeme-li
si a takové, ze f(a) = ¢, tak potom z dané podminky vyplyva pfimo, Ze f(c) = a.
Kdyz si to ¢lovek predstavi na ose Cisel, tak krasné vidi, jak se néktera ¢isla mohou
prohazovat anebo samoziejmé néktera budou ukazovat zpatky na sebe.

Priklad 4. Najdéte vSechny funkce f:Z — Z takové, Ze pro kazdé n celé plati

f(f(n)) =mn,
f(f(n+2)+2)=n.

Vyuziti vlastnosti prirozenych Cisel

Prvni fintou je klasickd matematickd indukce. Je to vlastné uplné jednoduchy
princip. JenzZe je i stejné silny, jak je jednoduchy. Jen si to zkuste:

Priklad 5. Rozhodnéte, jestli existuje funkce h: N — N spliiujici
h(h(n)) +h(n+1)=n-+2.

Priklad 6. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliujici

f2) =2,
fn+1) > f(n),
f(mn) = f(m)f(n).

Druhou fintou je nekone¢ny sestup. Jak na néj? Jsou dva zptsoby. Jeden, uzi-
vany hlavné v teorii ¢isel, vypada tak, Ze ke kazdému TfeSeni naleznete i feSeni
mensi. JenZe na prirozenych ¢islech nemutzeme jit dolid do nekonecna, a tedy se né-
kdy zastavime, coz je vétsinou spor. Druhy zpusob nekonecného sestupu — obecnéji
pouzivany — vyuziva extreméalniho principu. Vezmeme-li si, Ze existuje nejmensi
prvek splnujici rovnici, a najdeme i mensi prvek, ktery téz vyhovuje zadani, mame
spor. Zkuste si to sami.
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Priklad 7. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliujici

f(fn) < f(n+1).

(IMO 1977)

Treti fintou je postupny vzestup. Je to v podstaté prosty postup. Najdete, jak
se chova nejmensi ¢len, a potom najdete, jak se chova dalsi ¢len. A dalsi. A dalsi.
A7 timto postupem vystavite vSechna pfirozend Cisla.

Priklad 8. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliujici

A nyni pér prikladii na procviceni

Protoze hezkych prikladi neni nikdy dost a nejvic se ¢lovék nauci, kdyz to zkusi
na vlastni kiazi, tak tady jich par je.

Priklad 9. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliujici

flx+y)=flx)+ fy)
Priklad 10. Najdéte vSechny funkce f: Ny — Ny, jejichZ oborem hodnot je mno-
zina Ny, spliujici
f(n) Zn+(=1)"

Priklad 11. Existuje néjaka funkce f:N — N spliiujici

f(f(n)) + f(n+1) =2n?
Priklad 12. Existuje néjaka funkce f:N — N spliujici

f(f(n)) + f(n+1) = 3n?
Priklad 13. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici

FUfM) + f(f(n) + fn) = 3n.

Priklad 14. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici

Fm+ F(n)) = f(m) +n.
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Priklad 15. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici
f(f(m) + f(n)) = m+n.
Priklad 16. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici
Fm+ F(n)) = F(F(m)) + .
Priklad 17. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici
Fmf(n)) = 02 f(mn).
Priklad 18. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliujici
f(f(n)) = 3n.
Priklad 19. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliujici
F(f(m)) =m +1.
Priklad 20. Najdéte vSechny funkce f:Z — Z spliujici
Fm+ F(n)) = f(m) - n.
Priklad 21. Najdéte nejmensi moznou hodnotu f(2007) pro f: N — N splitujici
f@f(y) = yf(z).
(Celostatni kolo MO 2007)
Priklad 22. Najdéte f(2002) a f(2011) pro f:N — N, kterd pro vSechna prvo-
¢isla p, ¢ a vSechny dvojice prirozenych ¢isel a, b splnuje
f(a) - f(b) = f(ab),
flo+q)=Fp)+ f(a)-

Priklad 23. Urcete vSechny takové funkce f z mnoziny kladnych celych ¢isel
do mnoziny kladnych celjch ¢isel, ze pro vSechna kladna cela c¢isla a,b existuje
nedegenerovany trojihelnik, jehoz strany maji délky

a, f(b), f(b+ f(a) = 1).

(Trojthelnik je nedegenerovany, nelezi-li vSechny jeho vrcholy na téze pfimce.)
(IMO 2009)
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