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Martin Taner

Úvod

Pojem funke v¹ihni urèitì velmi dobøe znáte. Ve ¹kole jste mìli urèitì velké mno¾ství

pøíkladù na to, o je to funke (konstantní funke, lineární funke, lineární lomené

funke, kvadratiké funke, polynomy, goniometriké funke, exponenielu, logarit-

mus, atd.). Cílem mé pøedná¹ky je ukázat, ¾e zajímavýh pøíkladù na funke je je¹tì

mnohem víe. Èasto budou vyboèovat z pøedstav, které se na støední ¹kole jeví jako

samozøejmé.

Pøedná¹ku hi pojmout úmyslnì trohu nepøesnì. Nìkteré pøíklady zajímavýh

funkí by toti¾ vy¾adovaly vysoko¹kolské znalosti, pokud by se mìly øíi pøesnì. Tudí¾

se na pøedná¹e budeme spí¹ dr¾et toho, ¾e si nakreslíme obrázek a z obrázku zajímavé

vlastnosti vykoukáme. Nebudeme v podstatì ni dokazovat, spí¹ si s tìmi funkemi

budeme hrát.

Ve sborníèku, pro zvìdave, nìkteré pojmy budou pøesné (nìkteré ne). Pokud Ti

ze sborníèku nebudou jasné, nelekej se, nejsou vùbe dùle¾ité pro pøedná¹ku.

Funke

Nyní si pøesnì zade�nujeme, o to je funke. A¾ de�nie skonèí, øekneme to trohu

þlidskyÿ.

De�nie. Neh»A, B jsou dvì mno¾iny. Funkí f : A! B nazveme nìjakou mno¾inu

uspoøádanýh dvoji [a; f(a)℄, kde a 2 A, f(a) 2 B. Naví platí, ¾e pro ka¾dé a 2 A

existuje právì jedno f(a) 2 B, ¾e [a; f(a)℄ nále¾í dané mno¾inì.

Lidská de�nie je, ¾e ka¾dému bodu a z mno¾iny A pøiøadíme právì jedno f(a)

z mno¾iny B. Toto pøiøazení budeme nazývat funkí f .

Ryhle rostouí funke (nebo spí¹ posloupnosti)

V této èásti se budeme zabývat ryhle rostouími funkemi N ! N. Konkrétnì, vy-

tvoøíme funki, která roste opravdu hodnì ryhle.

Problém. Jak zjistit, ¾e funke f roste ryhleji ne¾ funke g?
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Nebudeme zde psát ¾ádný obený návod, jak øe¹it pøedhozí problém. Ryhlost

rùste funkí spí¹e neháme na intuii zalo¾ené na nìkolika následujííh pøíkladeh.

Pøíklad. Neh» f(n) = 2n, g(n) = 4n a h(n) = n

2

. Platí, ¾e g(n) > f(n), pro ka¾dé

pøirozené n. Tudí¾ je rozumné tvrdit, ¾e g roste ryhleji ne¾ f . Situae s funkí h u¾

není tak jednoduhá. Napøíklad h(1) < g(1). Na druhou stranu, pro v¹ehna n > 4

je h(n) > g(n), tudí¾ je rozumné tvrdit, ¾e h roste ryhleji ne¾ g. Intuie nám naví

øíká, ¾e funke f a g rostou podobnì ryhle, zatímo funke h roste þo kusÿ ryhleji

ne¾ obì f a g.

Pøíklad. Neh» f(n) = 2n a g(n) = 2n + (�1)

n

. Potom se funke f a g þstøídajíÿ

v tom, která z nih je vìt¹í, a nemá smysl tvrdit, ¾e by jedna rostla ryhleji ne¾ druhá.

Pøíklad. Neh» f(n) = 2n, g(n) = 2

n

. Z intuie je vidìt, ¾e g roste výraznì ryhleji

ne¾ f . Pro pøirozená a a n si zavedeme a " n jako a

a

:

:

:

a

o

n

. Oznaème h(n) = 2 " n.

Potom funke h roste výraznì ryhleji ne¾ funke g.

Nyní postup z pøedhozího pøíkladu trohu zobeníme, pozdìji tak dostaneme

po¾adovanou ryhle rostouí funki.

De�nie. (Dvojrozmìrná Akermanova funke) Nejprve si de�nujme funkiA

1

(n) =

2n. Dále htìjme, aby pro i pøirozené platilo A

i

(1) = 2. Pøedpokládejme, ¾e u¾ máme

zade�nované funke A

1

, A

2

, : : : , A

i�1

a z funke A

i

víme hodnoty A

i

(1), A

i

(2), : : : ,

A

i

(n� 1). De�nujme A

i

(n) = A

i�1

(A

i

(n� 1)).

V¹imni si, ¾e A

1

(n) = 2n, A

2

(n) = 2

n

, A

3

(n) = 2 " n. Pro dostateènì veliké i

pak u¾ funke A

i

(n) roste hodnì ryhle. Pro lep¹í náhled si vytvoøme tabulku nìkolika

prvníh èlenù.

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

A

1

(n) 2 4 6 8 10

A

2

(n) 2 4 8 16 32

A

3

(n) 2 4 16 65536 2

65536

A

4

(n) 2 4 2 " 65536 hodnì hodnì

Nyní si koneènì zade�nujeme funki, kterou jsme slíbili na zaèátku povídání.

De�nie. (Jednorozmìrná Akermanova funke) Akermanovu funki A de�nujeme

pøedpisem A(n) = A

n

(n).

Funke A èasem pøeroste jakoukoliv funki A

i

, roste tedy výraznì ryhleji ne¾

kterákoliv z funkí A

i

.

Kdy¾ u¾ máme ryhle rostouí funki, mohli byhom sestrojit i funki pomalu

rostouí.
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De�nie. (Inverzní Akermanova funke) De�nujme �(n) = maxfkjA(k) � ng.

Funke � je nìo jako funke inverzní k Akermanovì funki a roste velmi po-

malu. Pøesto roste do nekoneèna.

Zajímavé reálné funke

Nyní si uvedeme nìkolik pøíkladù zajímavýh reálnýh funkí.

De�nie. FunkiR(x) : R ! R de�nujme jako: R(x) = 0 pro x iraionální. R(x) = q,

kde x =

p

q

, p 2 Z, q 2 N a zlomek

p

q

je v základním tvaru.

Funke R nabývá na ka¾dém intervalu I libovolnì vysokýh hodnot.

Poznámka. Existuje dokone funke, která na ka¾dém intervalu nabývá v¹eh reál-

nýh hodnot. Popis takové funke by v¹ak sahal hluboe za ráme støedo¹kolskýh

znalostí.

Nyní se zamìøíme na trohu jinou funki. Nakresli si nìjakou funki f : R ! R.

Otoè její graf podle poèátku o úhel 60 stupòù. Co vyjde? Nejspí¹ to nebude ani graf

funke. Pokud vyjde graf funke, bude se výraznì li¹it od grafu pøed otoèením. Pøesto

si v¹ak uká¾eme, ¾e existuje funke f

60

: R ! R, její¾ graf se otoèením o 60 stupòù

podle poèátku nezmìní. Do sborníèku nakreslíme pouze její obrázek:

x

y

V tuto hvíli si øekneme pár slov o spojitosti. V ¾ádném pøípadì nebudeme spo-

jitost funke de�novat poøádnì (de�nie je odstra¹ujíí). Spí¹ si øekneme, o zhruba
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spojitost je. Funke konstantní, lineární, polynomiální, exponeniela mají následu-

jíí spoleènou vlastnost: jejih graf je mo¾né nakreslit þ jedním tahemÿ. Spojitost je

pojem, který se v podstatì shovává za kreslení jedním tahem (pokud lze funki na-

kreslit jedním tahem, potom je spojitá). Jiná (opìt trohu nepøesná) pøedstava je, ¾e

funke je spojitá, pokud neobsahuje ¾ádný þskokÿ (pøeèti si následujíí pøíklad).

Pøíklad. Funke sgn je de�novaná jako sgn(x) = 1 pro x > 0, sgn(0) = 0 a sgn(x) =

�1 pro x < 0. Funke sgn je spojitá na intervaleh (�1; 0) a (0;1). Není v¹ak spojitá

na elém R, jeliko¾ má v nule þskokÿ.

Vìta. (z matematiké analýzy) Skoro ¾ádnou spojitou funki R ! R nelze nakreslit

jedním tahem.

Nebudeme øíkat, o pøesnì pøedhozí vìta øíká. Má slou¾it pouze k tomu, aby

ukázala, jak se nìkdy nìjaký matematiký pojem li¹í od pøedstavy, kterou o nìm

èlovìk má. Tvrzení pøedhozí vìty tkví pøibli¾nì v tom, ¾e typiká spojitá funke

hodnì kmitá, a tudí¾ se nedá nakreslit. V období, kdy se budovaly spojité funke,

mnoha matematikùm dìlala pøedhozí vìta (kdy¾ se v nìjaké formì dokázala) velké

problémy, právì proto, ¾e se její závìr velmi li¹il od pøedstavy, kterou mìli o spojitýh

funkíh.

Nakone se zamìøme na zajímavé monotónní funke.

Problém. Jak vypadá rostouí (neklesajíí) funke?

Intuitivní pøedstava øíká, ¾e taková funke hvíli spojitì roste, potom o kousek

skoèí, potom zase spojitì roste, zase skoèí, atd.

My si najdeme funki skokù s (zbyde-li èas), která se této pøedstavì vymyká. Nej-

prve si seøadíme v¹ehna raionální èísla do posloupnosti (q

1

, q

2

, : : : ), na pøedná¹e

bude naznaèeno jak se to dá udìlat. My¹lenka bude taková, ¾e funke s v raionál-

ním èísle q

i

poskoèí o 2

�i

nahoru. Taková funke bude pouze skákat a na ¾ádném

intervalu nebude þspojitì rùstÿ. V následujíí de�nii si funki s popí¹eme pøesnì.

De�nie, je ale dost odstra¹ujíí, tudí¾ se jí pøíli¹ nezabývej. Na pøedná¹e se této

de�nii rozhodnì vyhneme.

De�nie. (Funke skokù) De�nujme funki s pøedpisem

s(x) =

X

q

i

<x

1

2

i

:
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