Formalni jazyky a automaty

| Petr Sime&ek

Uvod

Formalni jazyky a automaty jsou zdkladnim kamenem teoretické informatiky. Na
pocatku se zminime o Chomského klasifikaci gramatik, nastroje, ktery lze aplikovat
tieba i v lingvistice ¢i analyze gregorianskych choralt.

Hlavni oblasti naseho zajmu budou kone¢né automaty. Hadejte, kdo obstarava
to, Ze pod seznamem, atlasem, altavistou ... najdete vSe tak rychle?

Na zaveér se zminime o Turingovych strojich a dokazeme, Ze pocitace nikdy ne-
budou predvidat budoucnost, ani nikdy nespocitaji vSsechny mozné reilné funkce.

Jazyky

Definice.

e Libovolna neprazdna mnozina V je abecedou. Jeji prvky nazyvame znaky nebo
symboly.

e Slovem nad abecedou V myslime konec¢nou posloupnost znakt z V', znac¢ime
w=aiaz---an.

e Délka slova w je délka w jako posloupnosti, znac¢ime |w| = n.

e Prdzdné slovo (posloupnost délky 0) znac¢ime e, |e| = 0. Symbolem V* znacime
mnozinu vsech slov nad abecedou V', symbolem VT mnozinu N\A{e}.

Definice. Jazykem L nad abecedou V rozumime libovolnou (ne nutné konecnou!)
mnozinu slov, tedy L C V*.

Definice. Nechtu = ajas...am,v = biba...by jsou slova nad V. Definujme operaci
zretézeni V* x V* — V™ tak, ze uv = ajag ...ambiba ... by (napiSeme u,v za sebe).

Gramatiky

Definice. (Gramatika) Gramatika je étverice G = (N, X, P, S) s nédsledujicim vyzna-
mem:
e N je mnozZina netermindli, obvykle znac¢ime A, B, . ..
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e Y je mnozina termindli, obvykle znacime a, b, . . . ; plati NNY = 0, dale zavedeme
znacCeni V = N U %.

e P je mnozina pravidel (pravidlem rozumime dvojici slov z nichZ prvni obsahuje
alesponl jeden netermindl, znadime o — 3).

e S je startovni symbol, S € N.

Definice. Budeme nyni definovat odvozeni v G:
e v jednom kroku: u = v, pokud existuje pravidlo, které u piepiSe na v.
e ve vice krocich: analogicky =,

e ve vice krocich, ale v minimdlné jednom: :>E

Definice.
o Jazyk generovany gramatikou G je mnozZina L(G) = {w € £*; S = w} slov
z terminalii odvoditelnych z S.
e Gramatiky G1 a Gg jsou ekvivalentni, pokud L(G1) = L(G2).

Definice. (Chomského hierarchie gramatik)

e Gramatika typu 0 je libovolna gramatika.

e Gramatika typu 1 (kontextovd) je gramatika, pro jejiz vSechna pravidla o — (3
plati |o] < |B].

e Gramatika typu 2 (bezkontextovd) je gramatika, jejiz vSechna pravidla jsou tvaru
A — f3, kde A je neterminal, 8 € V7.

e Gramatika typu 3 (reguldrni) je gramatika, jejiz vSechna pravidla jsou tvaru
A — B, kde A je neterminal, 3 € V¥ je bud a nebo aB.

Deterministické kone¢né automaty

Definice. Konecny automat (KA) M nad abecedou ¥ je pétice (K,X,0,q0,F ), kde
e K je konecna neprazdna mnozina stavi.

> je abeceda KA.

6 je prechodovd funkce: K x ¥ — K.

qo je qo € K, pocdtecni stav.

F je F C K, mnozina koncovyjch stavi.

Definice. Prechodovou funkci § Ize induktivné rozsiiit na zobecnénou prechodovou
funkci §* : K x ¥* — K predpisem:

e §%(q,a) :=8(q,a) proa € 3.

o 5*(q,za) := 6(0%(¢q,),a) prox € T, a € .
Misto §* Ize psat pouze § (na symbolech se rovnaji).
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Definice.
e Slovo w je prijimané (akceptované, rozpoznavané) KA, pokud §(qo,w) € F.
o Jazyk rozpozndvany KA M je mnozina L(M) = {w € ¥*;w pFijimané M}.
e KA My a My jsou ekvivalentni, pokud L(My) = L(M2).

Lemma. (pumpovaci) Necht L je jazyk rozpoznavany KA. Pak existuje ¢islo p
takové, Ze kazdé slovo w € L, |w| > p Ize rozlozit takto: w = xyz, |y| < p a vSechna
w; = zy'z jsou také z jazyka L.

Definice.
e Necht ~ je ekvivalence, Fekneme, Ze ~ je pravd kongruence, pokud z x ~ y plyne
xz ~ yz pro kazdou trojici x,y, z.
e Index ekvivalence je pocet tfid odpovidajiciho rozkladu.

Véta. (Nerodova)  Ndsledujici tii tvrzeni jsou ekvivalentni:
e Jazyk L C X" je akceptovany néjakym KA.
e Jazyk L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu pravé kongruence s koneé¢nym
indexem.
e Necht ~ je definovana na ¥.* pfedpisem: © ~ y pravé tehdy, kdyz pro kazdé
r € ¥* plati xr € L < yr € L. Pak takto definovand ~ m4 koneény index.

Definice. KA s nejmensim pocétem stavi, ktery rozpoznava dany jazyk L, se nazyva
minimalni automat pro L.

Véta. Minimalni automat je dan jednoznac¢né az na izomorfismus.

Poznamka. Minimélni automat dostaneme tak, ze odstranime ,nedosazitelné stavy*
a ,ztotoznime* stavy ,ekvivalentni“.

Nedeterministické kone€né automaty

Misto KA budeme déle psat DKA, abychom odlisili od NKA.

Definice. Nedeterministicky konecny automat (NKA) M nad abecedou ¥ je pétice
(K,%,6,q0,F ), kde

K je konecna neprazdna mnozina stavi.

3 je abeceda KA.

§ je prechodovd funkce: K x & — 2K (Pozor!).

qo je qo € K, pocdtecni stav.

F je F' C K, mnoZina koncovych stavi.

34



Petr Simecek: Formalni jazyky a automaty

Definice. Prechodovou funkci § Ize opét induktivné rozsitit na zobecnénou precho-
dovou funkci 6 : K x ¥* — K piedpisem:

e 5%(q,¢) == {q}-

o §%(q,xa) := Upes=(q,2) 9(psa) proz € >t aex.
Navic pro NKA rozsifujeme obor § na 25 x £*: 67(P,z) = Upep 0" (p, ).

Definice.
e Slovo w je piijimané (akceptované, rozpozndvané) NKA, pokud §(qo, w)NEF # (.
e Jazyk rozpozndvany NKA M je mnozina L(M) = {w € ¥*;w pfijimané M}.
e NKA M; a My jsou ekvivalentni, pokud L(My) = L(M3).

Véta. Necht L je jazyk rozpoznavany NKA. Potom existuje DKA, jenz rozpoznéava
L.

Regularni gramatiky a KA

Véta. Necht G je reguldrni gramatika. Potom existuje KA M takovy, ze L(M) =
L(G).

Véta. Necht M je koneény automat. Potom existuje gramatika G takovd, ze L(G) =
L(M).

Duasledek. Jazyk L je generovany néjakou gramatikou G pravé tehdy kdyz existuje
néjaky KA, ktery jej rozpoznava.

Véta. Tiida regularnich jazykii je uzaviena vzhledem k operaci
(a) sjednoceni.
(b) dopliiku.
(¢) pruniku.
(d) zfetézeni.
(e)

e) uzavéru.

Poznamka. Vsechny konec¢né jazyky jsou zjevné reguldrni.
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Turingovy stroje

Definice. Turingiv stroj (TS) je systém T = (Q,2,I',¢,8,q0,F), kde

e (Q je mnozina stavi.

e X je vstupni abeceda, ¥ C I\ {c}.

e [' je pdskovd abeceda.

e ¢ je prazdny symbol (tzn. na pédsce nic neni), e € I.

e § je pfechodovd fce Q X I' - Q x I x {L, R}.

® qo je pocatecni stav.

e F' je mnozina koncovych stavii.
Poznamka. Turingtv stoj je systém s kone¢né stavovou fidici jednotkou a paméti ve
formé pésky rozdélené na policka. Na policku muzZe byt zapsan symbol jisté abecedy
nebo miZe byt prazdné. Péaska je alespon v jednom sméru nekoneéna. TS v kazdém
kroku zméni obsah policka na kterém je, posune se doleva ¢i doprava a pfipadné
zméni sviyj stav. Zmény zavisi na stavu a obsahu policka, na kterém se TS nachézi.

Véta. (Turingova) Problém zastaveni Turingova stroje je nerozhodnutelny.
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