Finale soutéze ACM
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ABSTRAKT. Tento pfispévek je vénovan tloham, které se vyskytly na svétovém finale
soutéze ACM-ICPC konaném v marockém mésté Marrakés od 15. do 20. kvétna 2015.
Pri feSeni nékolika z nich bylo uziteéné vyuzit matematické znalosti a odhalit zajimavé
zakonitosti. Pfesné na ty ulohy se podivame a pokusime se je vyfesit.

Zkratka ACM je nespravné oznaceni jedné z nejstarsich programéatorskych sou-
871, jejiz celé jméno je ACM International Collegiate Programming Contest (ACM-
ICPC) a je kazdoro¢né porddéna pod zastitou americké spoleénosti Association for
Computing Machinery. Déale stoji za zminku americkd univerzita Baylor, na které
soutéz v roce 1977 zalozil jeji dosavadni prezident profesor William B. Poucher.
Oficidlné se mohou tucastnit tficlenné tymy student z jedné univerzity a béhem
pétihodinového klani na né ¢eka 8 az 13 tloh. K jejich feSeni mohou vyuzit jediného
pocitace, coz vzdy vyzaduje ohromnou davku spoluprace, vstficnosti a porozumeéni.
Odevzdany program je pfijat za spravny pouze tehdy, vyda-li pro vSechny pripravené
vstupy spravnou odpovéd v daném ¢asovém limitu.

Kazdy rok se na konci jara nebo na zac¢atku léta kona mezinarodni finale, kam po-
stoupi nékolik nejlepsich tymu z kazdého geografického regionu. Nase tymy soupefi
vzdy na podzim se svymi konkurenty ze stfedni Evropy obvykle o tfi az pét mist
(pFesny pocet zavisi na umisténi tymt v pfedchozim findle). Tymu z Karlovy univer-
zity se podafilo v roce 1998 v americké Atlanté porazit ve findle vSechny ostatni a
odvézt si domu obrovsky pohar. Samotné findle je velice prestizni udalost a se vSemi
formélnimi ceremoniemi, doprovodnym programem a testovacimi koly trva bezmaéla
cely tyden. Ani probojovat se v silné konkurenci do findle neni ¢asto viibec snadné.
Presto se to v roce 2015 tymu organizatort PraSatka ve slozeni Filip Hlasek, Mirek
Olsak a Stépan Simsa podafilo. Navic byly soutézni tlohy findle tentokrat hodné
matematické a naSemu tymu se velmi hodily zkuSenosti z matematickych soutézich.
Cilem tohoto pfispévku je ukazat, jak je mozné matematické dovednosti uplatnit
v piibuzném oboru.
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Jak vypada dloha na programatorské soutézi

Bézna programatorska tloha se sklada z popisu, jak bude vypadat vstup, a pfesné
definice ocekavaného vystupu. Obvykle se vstup i vystup skldda z nékolika cisel
¢ posloupnosti pismen (tzv. Fetézct). V kazdém spravném zadani tlohy nalezneme
také omezeni na velikosti vSech Cisel a na délky vSech Tetézcii. Neni potieba oSetfovat
nevalidni a chybné vstupy. Casto je pomérné snadné implementovat néjaké feseni
daného problému a hlavni vyzvou zlstava Casovy limit na béh programu, ktery je
obvykle nastaven na nékolik sekund.

Jak odhadnout dobu béhu programu na vstup dané velikosti

Dnesni pocitace zvladnou vykonat nékolik miliard elementarnich operaci za sekundu.
Bohuzel neni snadné odhadnout, kolik operaci vykond dany program na konkrétnich
vstupnich datech. Pfi odhadovani neni tfeba byt presny, protoze spustime-li program
na jiném pocitac¢i, pobézi jinak dlouho a malokdy dopfedu vime pfesnou konfigu-
raci stroje. Nejprve uvedeme presnou definici, pomoci které lze fadové aproximovat
rychlost rastu nékterych funkci, a poté se ji nauc¢ime intuitivné vyuzivat na odhady
casové slozitosti algoritmi, jak se ¢asto nazyva pocet operaci, které dany program
vykoné na vstupu konkrétni velikosti.

Definice. (Asymptoticky odhad, ,velké O notace*) Rekneme, ze funkce g je ,velké
O od f%, zna¢ime g(n) € O(f(n)), pokud existuje kladna konstanta ¢ takovd, ze pro
v8echna pfirozend ¢isla n plati g(n) < c¢- f(n). Tento vztah miizeme také popsat
slovné tak, Ze funkce g je asymptoticky mensi nebo rovna funkci f.

Uvedend definice je pomérné robustni a tézko uchopitelna, ale my se naucéime
uvedené vztahy chapat intuitivneé.

Cviceni. U uvedenych dvojic funkci uréete tu, kterd je asymptoticky vétsi, pri-
padné ukazte, Ze jsou asymptoticky stejné (tj. obé jsou vétsi nebo rovny té druhé).

(1) f(n) =mn, g(n) =n?,

(2) f(n) = 3n, g(n) = n.
(3) f(n) =2n*—3n3+5n% —n+17, g(n) = 29n3 — 5n + 3,
(4) f(n) =n, g(n) =1,01",

(5) f(n) =v/n, g(n) =logn.

Pri praci s asymptotickou slozitosti je vzdy potieba si predstavovat, ze nas za-
jimaji opravu velké hodnoty n. Dulezité je, jak rychle jednotlivé funkce ,rostou®.
Poklddame si vlastné nasledujici otazku: ,,Zvétsime-li dvakrat vstup, kolikrat vice
Casu zabere vypocet?“ Vzhledem k tomu, Ze operace naseho programu nejsou ele-
mentarni, mizeme pocitat, Ze linedrni algoritmus (O(n)) stihne dokonéit vypocet za
nékolik vtefin pro vstupy do velikosti desitek miliond. Od toho se potom odviji, ze
o kvadraticky algoritmus (O(n?)) ma smysl se pokouset pouze tehdy, pokud omezeni
na vstupni data jsou do nékolika malo tisic, a podobné o kubicky (O(n?)) tam, kde
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velikost vstupu je jen nékolik stovek. Déle algoritmus se slozitosti O(2") uspé&je na
soutézi nejvyse pro n < 25, zatimco O(n!) pouze pro n do 11.

Konec teorie, jdeme na alohy!

Nasledugi strucné verze zadani nékterych uloh, ktere se vyskytly na zminovaném své-
tovém findle. Casto chybi meéné podstatné detaily a toto zaddni se snazi popsat pouze
klicové casti ulohy. Podrobnosti o ulohdch naleznete v origindlnim zaddni na ofici-
alnich strankdch soutéze.

Uloha 1. Artycoky je mozné na trhu nakoupit a prodat kterykoliv z n dn@ &islo-
vanych od 1 do n. Cena arty¢okt na trhu v den k je rovna

cena(k) =p- (sin(a -k +b) + cos(c- k + d) + 2).

Urcete nejvétsi pokles ceny mezi dvéma dny, kdy je mozné artyCoky nakoupit (tj.
maximalni hodnotu cena(i) — cena(j) pro 1 < ¢ < j < n). Vstup se skldda z Sesti
celych ¢isel p (1 < p < 1000), a,b,c,d (0 < a,b,c,d < 1000) an (1 <n < 106).
Vystup programu bude povazovan za spravny, bude-li mit relativni nebo absolutni
chybu nejvyse 1076,

Uloha 2. Na vstupu jsou dany dva konvexni mnohothelniky, které se rovnomérné
pohybuji v roviné (nerotuji a pohybuji se po pfimce). Zndmé jsou jak jejich po-
Catecni pozice, tak rychlosti a sméry. Urcete Cas, kdy plocha jejich prekryvu bude
nejvétsi. Nepotkaji-li se nikdy, vypiste nikdy. Pocet vrcholi kazdého mnohothelniku
je nejvyse 10.

Uloha 3. Syr mé tvar krychle o rozmérech 100 x 100 x 100. Vstup za¢inad dvéma
celymi ¢isly n, s (0 < n < 10000, 1 < s < 100). Dalsich n fadkid popisuje jednot-
livé diry v syru tvaru koule soufadnicemi jejich stiedti a jejich poloméry. Vsechny
diry jsou celé uvnitf syra a navzajem se neprotinaji. Rozkrajejte syr na s platkt
rovnobéznych s osou z tak, aby vSechny platky mély stejny objem.

Uloha 4. Kazdy organizmus na nové objevené planeté lze popsat jeho genetickou
informaci tvofenou kone¢nou posloupnosti elementarnich nukleotida ‘A’, ‘C’ a ‘M’.
Na pocatku véki zily na planeté dva jednoduché organizmy, kazdy slozeny z jedi-
ného nukleotidu. Obcas se do genetické informace jednoho organizmu pfimiché (na
libovolnou pozici) dalsi nukleotid a nové vznikly organizmus svého pfedchtidce oka-
mzité zahubi. Nyni Zije na planeté pouze jediny druh organizmu (tj. ob& vyvojové
vétve se sloudily), jehoz genetickd informace je ddna na vstupu. Déle jsou dané ge-
netické informace organizmi odhalené z vykopavek. Rozhodnéte, zda je mozné, aby
se na zkoumané planeté organizmy vyvijely podle zminéného modelu. Vykopéavek na
vstupu je nejvice 4000 a kazda z nich obsahuje nejvice 4 000 nukleotidfi.

Uloha 5. Kandt je umélj podzemni kanal, jim? se do poustnich oblasti p¥ivadi sa-

mospadem voda z hor. Tento davny lidsky vynalez umoznil osidleni poustnich oblasti

v Africe a v Asii. Kanat se sklada z jednoho hlavniho vodorovného kanélu a nékolika
7



FINALE SOUTEZE ACM

svislych Sachet (viz obrézek) vyhloubenych do naklonéné roviny. Kanal i vSechny
Sachty maji stejny konstantni priufez. Pri stavbé kanatu je nesnadnym problémem
odvoz vykopané horniny, kterd musi byt odstranéna pravé budovanymi Sachtami. Je
dédn pozadovany tvar kanatu, navrhnéte rozmisténi n (1 < n < 1000) pomocnych
svislych Sachet (to jsou vSechny kromé té nejvyssi a slouzi pfedevsim k usnadnéni
stavby) tak, aby celkova préce potfebna ke stavbé kandtu byla co nejmensi. Chceme-
li souvisly tsek horniny délky L posunout k jednomu jeho konci, musime vynalozit
L? .«

% préce.

Uloha 6. Reka se skldd4 z n (1 < n < 10°) rovnobé&znych a stejné Sirokych doprav-
nich pruhii. V kazdém pruhu se lodé pohybuji bud po proudu, nebo proti proudu.
Vsechny lodé pluji stejnou konstantni rychlosti. Na vstupu jsou dany startovni po-
zice vech plavidel, jejich sméry a délky. Celkovy pocet lodi je nejvyse 10°. Z dané
pozice jednoho brehu feky bychom chtéli vypravit pfivoz znamé rychlosti, ktery by
kolmo preplul na druhou stranu tak, aby po cesté nenaboural do zadné lodé. Hledame
nejdelsi souvisly uisek mezi Casy t; a to, kdy je mozné privoz bezpecné vypravit.

Uloha 7. Je znama pravdépodobnost, Ze néjaky den bude slune¢no, ze bude ob-
la¢no, Ze bude prset a ze budou padat trakafe. Kazdy den nastane pravé jedna
z téchto moznosti. Pfedpokladéame, ze pocasi v jednotlivé dny je nezavislé na ostat-
nich dnech. Z nasi meteorologické stanice bychom chtéli vysledky za n (1 < n < 20)
dni posilat na centralu pomoci posloupnosti nul a jednic¢ek. Navic bychom chtéli,
aby zadna z mozngch reportdzi nebyla prefixem jiné (neboli poc¢ate¢nim tsekem),
aby bylo mozné urcit, Ze jiz reportaz skoncila. Navrhnéte protokol posilani reporti
o pocasi, ktery minimalizuje stfedni délky zpravy.

Odkazy
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