Jak

odhadnout nepredstavitelné —

Fermiho problémy

JAN KADLEC

ABSTRAKT. Enrico Fermi byl jeden z nejvyznamnéjsich fyzikd a matematiki minu-

lého stoleti. Mezi mnohym proslul téz rychlym feSenim problému velmi naro¢nych na
predstavu, jako naptiklad jak velkou plochu bychom pokryli krabicemi od pizzy, kterou
zkonzumuji Ameri¢ané za rok, jaka je hmotnost vSech proteinti v buiice ¢i kolik ladiéa
piadn je v Chicagu. Podobné otazky jsou oblibené v ptijimacich testech spoleénosti jako
Google. V prednasce si ukazeme, jak k témto problémim pfistupovat, jak odhadovat,
a to nejen vysledek, ale i chybu.

Enrico Fermi mimo jiné pracoval na vyvoji atomového reaktoru a atomové bomby za
druhé svétové valky. Legenda pravi, ze z pouhého hozeni papirové kulicky na sttl byl
schopen predpovédét silu vybuchu atomové bomby. Jeho vysledek 10 kt TNT oproti
skutecné sile 20 kt TNT je vskutku impozantni. Podobné odhady se daji vyuzit
vsude, kam se jen podivame, a mnohdy nam usetii mnoho ¢asu s rozhodovanim ¢i
napiiklad s vybérem vhodné metody pro provedeni experimentu a méfeni (tfeba na
méfeni délky dalnice si nevezmeme milimetrové pravitko). Jak se dd k takovému
odhadu dospét? Nejprve se podivame na to, jak k takovym problémim pfistoupit,
a ur¢ime prvni pomocné body.

(1)

(3)

Napis feseni — tedy, zamysli se nad rozumné blizkym feSenim. Staci, kdyz
odhadnes feseni s chybou jednoho fddu. Uvedme si piiklad.

Priklad. Jdes nakupovat a més stokorunu, kterou jsi ochoten utratit za
dobry obéd. Kdyz uvidis (dobry) obéd za 50, okamzité ho koupis. Kdyz za
500, urcité si ho nekoupis. Pouze tehdy, kdyz bude cena nékde okolo té,
kterou jsi ochoten zaplatit, budes vahat. Obvykle nam tedy stac¢i odhadnout
Teseni fadove.
Rozdél a panuj! Ulohu si rozdél na vice ¢asti, kazdou odhadni zv1ast s chy-
bou do jednoho fadu a poté jednotlivé ¢asti spoj.
Uloha. Kolik je v buiice proteinii? K této tiloze se vratime pozdéji a pravé
na ni si budeme princip rozdél a panuj ukazovat (ale miZete se zamyslet uz
nyni :-)).
Uré¢i horni a dolni hranice.
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(4) A nasledné je vyuzij k dobrému odhadu pomoci geometrického praméru.

(5) Porovnej svij vysledek. Casto je mozné najit néjakou podobnou tlohu,
vzdy se da vratit zpét a podivat se — je muj vysledek prili§ maly? Prilis
velky? Akorat?

(6) Nebo ho odhadni jinak. VZdy je vice cest.

(7) Odhadni chybu. Vzdy chceme védét, jak moc se mizeme mylit.

Ale jesté predtim par pomticek, abychom se v tom dobfe orientovali.

Zapis Cisel pomoci mocnin

Budeme pracovat s velkymi a velmi malymi ¢isly, a proto je vyhodné prepsat vse
ve formé nésobku ¢isla a mocniny 10. P#i jejich nasobeni (déleni) pak jen seGteme
(odecteme) mocniny desitky a vynasobime (vydélime) ¢islo (koeficient). Par pfikladt
takto zapsanych ¢isel, jez se nam budou hodit:

(1) Avogadrovo &islo (udava pocet ¢astic v jednom molu latky) — Ny = 6 - 10%

(2) Pocet obyvatel USA — 3 - 108

(3) Pocet obyvatel CR — 107

(4) Vzdélenost Zemé od Slunce v metrech — 1,5 - 1011,

Pocitani geometrického priméru
Definice. Geometricky primér a dvou ¢isel b a ¢ je definovan jako: a = Vb - c.

Pii odhadech budeme ¢asto pouzivat geometrického praiméru. D4 se ukazat, ze
tato metoda dava dobré vysledky, ale pro tuto prednasku je to prilis komplikované.
Navic s jeji pomoci je ndm vyjadieni chyby blizsi — vysledek muze byt dvakrat
mensi/vétsi a ne o + néjaké ¢islo. Dalsi neméné diilezitou véci je, Ze mnoho zavislosti
v prirodé je logaritmickych, dava log-normalni rozdéleni. A i s tim si geometricky
prameér poradi. Dikazy opét dalece pfesahuji nejen rozsah, ale i ii¢el nasi prednasky.

Jeho pocitani si rozdélime na dva pripady:

(1) Po nésobeni je mocnina u desitky suda. Pak jen zprimérujeme pomoci arit-
metického primeéru koeficienty a mocniny.

244

Priklad. Geometricky primér 2 - 102 a 3 - 10* je priblizng 22 .1072 =
2,5 - 103. Pfesna hodnota je 2449, tedy odhad je to velmi dobry.

(2) Po nasobeni je mocnina u desitky lichd. Od mocnin ode¢teme jednicku, koe-
ficienty vynasobime tfemi a pak stejné jako u (1).

344—1

Priklad. Geometricky pramér 2-10° a 3-10? je piiblizné 2£2.3.10" 2 =
7,5 - 103. Pfesn4 hodnota je 7746.

A huré na problémy!
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Uloha. (Rozehfivaci.)
Sance, Ze vyhrajete loterii, je jednu ku sto milionim. Jak vysoky by byl &tos,
kdybyste losy pokryvajici vSechny moznosti poskladali na sebe?

Malé anketa na procviceni predstavivosti:
(1) Jako Snézka (1600 m).

(2) Jako Mount Everest (10000 m).

(3) Polomér Zemé (107 m).

(4) Vzdélenost na Mésic (108 m).

Reseni. K vyfeSeni potfebujeme znat dvé informace — kolik je losti a jak je jeden
los tlusty. Za pfedpokladu, Ze vyhrava jen jeden los, mame 10® mo#nosti, tedy lost.

Jak tlusty je jeden los? Pojdme to odhadnout. Balik papiru (500 ks) ma asi 5 cm.
Losy vsak byvaji o néco tlustsi. Zkusme karty. Balicek 32 karet ma asi 1 cm. Tedy:

lcm cm m
t= =0,03-— =3-10"*—
32losi los los
viska = 310742 . 108 losit
los

viska =3 -10*m

To je asi 30 km. Ttfikrat vyse, nez normélné 1étaji dopravni letadla!
Piiklad 1. (Klasika.) Kolik ladi¢ti pidn je v Praze (nebo v Londyné nebo ve Tvém
méste)?
Priklad 2. Kdyby se vyroloval veskery toaletni papir pouzity za rok v CR, jak
dlouhou lajnu by vytvoril?

Priklad 3. Kolik plechovek dZzusu potfebujes vypit, abys docerpal energii nutnou
na vystup ,,prumérné hory“?

Priklad 4. Kolik vazi trilion Ké? Vyjadii, kdyz je to trilion v bankovkach, mincich,
zlaté, hodinach otrocké prace ...

Na nésledujici tloze si procvicime, jak se divat na problém z rtiznych stran.

Uloha. Jakou plochu bychom pokryli se véemi krabicemi od pizz, které Americané
sni za rok?

Rozdél a panuj (a odhadni chybu)

Vytesme nésledujici problém a pak se vratme zpét a odhadnéme chybu.
Uloha. Kolik proteint je v bakterialni butice (E. Coli)?

Resend. Predtim, nez za¢neme fesit, si pojdme opét tipnout. Tentokrat bez moz-
nosti ;-).
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Reseni si opét rozdélime na mensi kroky a u kazdého se pokusime o odhad chyby.
Rozdéleni je nasledujici:

(1) Velikost butiky — jak velkd je buiitka?
(2) Hmotnost buitky — jaka je hustota buiiky (pozor na jednotky)? Ptrejdéme
nyni na jiné, uzitecné&jsi jednotky, na Daltony (Da).

Definice. (Dalton) Jeden Dalton odpovidd hmotnosti vodikového atomu. Déle
plati, Zze 1 g je roven sou¢inu Avogadrova ¢isla a hmotnosti 1 Da.

A udélejme prvni aproximaci, Ny = 10%4.

(3) Hmotnost proteini — jakou chybu délame? Jakou hmotnost zabiraji proteiny?
Co tvori nejvétsi ¢ast, nejvice hmotnosti?

(4) Pocet proteint — kolik vazi jeden protein? Je slozen z aminokyselin (AK),
kolik AK mé asi jeden protein a kolik vazi jedna AK? Staéi uz nyni jen
vydélit hmotnost vSech proteint hmotnosti jednoho.

Pojdme zpét a podivejme se na chyby. Prvni je velikost, dale pocet AK, zastoupeni
proteint v suSing, ... Vezméme to odzadu. Jak moc pfispivaji proteiny do hmot-
nosti? Zde jsou realné hodnoty mezi 0,1 az 0,2. Pocet AK je dalsi velkou nepiesnosti,
ale pohybujeme se v oblasti dvojnasobku, tedy realné mezi 100 az 500, coz je oboji
docela mald chyba. Co objem? To miZe byt problém, nebot se spoléhdme na rozmér
a objem roste s jeho tfeti mocninou. Pfesnéji tedy mtzeme rozdélit ndmi ziskanou
informaci a vztdhnout ji pouze na objem jednoho mikrometru krychlového.

Piiklad 5. (Rozsifeni predchozi) Kolik molekul mRNA je v této buiice?

Piiklady

Priklad 6. Kolik lidi pravé ted telefonuje nebo piSe zpravu na svém mobilu?
Priiklad 7. Kolik je na Zemi stromu?
Priklad 8. Kolik bunék je v lidském téle? A co obecny organismus?

Priklad 9. Vrafme se na chvilku k predchozimu prikladu. P¥i odbéru krve Ti
tekli, ze pocet cervenych krvinek ve Tvém vzorku je 4-6 miliont na mikrolitr krve.
Porovnej jen odhad céervenych krvinek s vysledkem ptfedchoziho piikladu. Kde je
problém?

Piiklad 10. Kolik zidli se za rok proda v CR?

Piiklad 11. Jak dlouho stravi voda v atmosféfe, nez opét spadne na zem?
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TroSku tézsi

Priklad 12. Jaky je pramérny pocet nohou zvitat? Za zvifata povazuj obratlovce
i bezobratlé.

Priklad 13. Jaka je orbitélni rychlost Zemé kolem Slunce? A jeji kineticka energie?

Priklad 14. Jaky je objem vSech na Zemi ¢lovékem postavenych struktur (budov,
domt, aut, ... )?

Navody

1. Kolik je obyvatel ve mésté? Kolik pian je na obyvatele? Kolikrat za rok je piano
ladéno? Kolik ¢asu zabere naladéni pidna? Kolik hodin pracuje ladi¢ za rok?

2. Kolik toaletniho papiru denné/roli za mésic potiebujes? Kolik zije lidi v CR?
3. ,,Primérna hora“ je vyssi nez budova a nizsi nez Mt. Everest. Zména potencialni
energie je dana vzorcem F = mgh, kde m je hmotnost télesa, g gravitacni zrychleni

= 10 m/s% a h je vyska/vzdalenost, o kterou se v potencidlnim poli posouvame.
Jakou energetickou hodnotu méa takova 330 ml plechovka?

4. Kolik je to bankovek/minci a kolik vazi jedna? Jakou hodnotu mé zlato? Hustota
zlata je 20 t / m3.

5. Z poc¢tu proteint vyuzij produkéni rychlost proteint (délka jednoho bunééného
cyklu je v rozmezi 30 min a 1h, pouzij 3000s, a rychlost je pocet za ¢as) a nasledné
rychlost produkece protein/mRNA (rychlost je 0,1-1 prot/mRNA/s).

6. Kolik lidi je na svété? Kolik ¢asu/jakou frakci travi lidé denné psanim ¢&i vola-
nim?

7. Jak velkou plochu zabira sous? Kolik je asi stromii na 1 km?*?

8. Jak velké je lidské télo a jak velka je eukaryoticka burka?

9. V zildch nam obvykle koluje kolem 51 krve.

10. Kolik zidli ,vlastnis“ — na kolika sedis? Jak casto svou zidli/své zidle ménis?
11. Jaky je odpar vody na Zemi za rok? Kolik vody je v atmosfére? Ustaleny stav
tika, ze je stejny pfisun vody do atmosféry jako z atmosféry. Jak casto tedy prsi?
12. Jaky je prumérny pocet nohou obratlovci? A co bezobratlych?

Bezobratli — hmyzu je opravdu hodné, asi 108, oviem &erviki je jesté vice. Cle-
novet kolem 10*%, planktonu 10'9~29 hlistfi, hadatek a tak podobné asi 1020,

13. Jaka je doba obéhu a jaka je délka?
Jaka je hmotnost Zemé? Polomér je asi 6000 km, hustota je vétsi nez vody (1000
kg / m?) a mensi nez zeleza (8000 kg / m?). Jeden rok ma - 107 s.
14. Budovy dominuji. Jak velka jsou mista, kde lidé Ziji, a jak velka ta, kde pracuji?
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